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PrimSre und sekundäre polare BSume einer linearen

StnililcnkongTiioiiz.

Von Herrn Stanülaus Julie* in UaltiUtsee.

Di. beiden Syiteine polarer Räume, fllr welche eine lineare Strahleii-

kongruenz f'\ polarinvariant ist, hat Sfnndf entdeckt*). Die jtolaroii

Käunie des einen Systems enthalten die dnrcli die lineare Kongruenz in ilii cn

Strahlen hervorgerufenen Ponkt- nnd Ebeneninvolutionen, die des anderen

Syatema enthalten diese Involntionen nicht Entere polaren Räame werden

in den folgend«! Untersuchungen als pritmrtt letstere als ithmdare polare

RUume der linearen Strahli-nkongnicnz bezeichnet. — Das Gebllsch der

primären polaren Räiumc von ('\ wird s\ ntlieti^eh ermittelt und dann das

Verhältnis der primären und seknudäreu polaruu Räume von C'| zur Kon>

gmenz und zoebiander. Eingehende Beaditang finden dabd aoluhe pri*

mXren polaren Räume, die für primftre heir. sekundltre polare Räume von C\

polarinvariant sind.

1. Zwei dureli eine lineare Striihlcnkongruen/. ('\ einander zugeord-

nete l'nnktc /', liegen auf einem Strahle p von (J. Sind nun U\ z\v<'i

durch ju eine Uegelächar 2. Ordnung von C'i gehende Fläeheu eine»

Bttschela nnd gehört P an keiner Toa bdden, so sind die Polaren

von p tax Bt hair. windsehief zu p nnd — wenn vorausgesetzt wird,

daß /) nicht mit einem solchen Strahle von C\ zasammenfällt, der /" und JiJ im

nämlichen l'unkte berUhrt — windschief zueinander. I)ie l'olarebcnen von

l' für die Flächen lt\f Iii gehen durch i' **), folglich bilden die Pularebenen

*) I^citrägc zur Ocomotrio der Lage, 1. Heft, NBrnborg 1850, Nr. 105 and 109.

c. ÜtauJi, «. ». 0, Xr. 1U5.
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von l* fllr die FlScben des i Hü^dielä einen KbcuunbUscIiui 1. Ordnung,

deaaen Aelne p nielit nnr mit y,, i>„ sondern auch mit /> incident ist Durch-

iKoft /' die Gerade ao beschreibt die an p,p,,p, hingleitende Gerade p

dne RegeUcliar 2. Ordnung. Ilire Leitschar beatetit &m den Polaren von p
für die Fliidicn l ' Hüschels. und da sie /< eiitliölt, so ist p für eine

Flflcbe des /' Hüäcliclä uutopular und liegt aläu auf ihr. Die durch einen

beliebigen Paukt /' gehende Fläche des P BOschels geht »oroit auch durch

den mit F insidenteu Strahl p von C'|. Hierana folgt:

Enthalten swei Fliehen eines Bttschels je eine reelle Regel-

aehar 2. Ordnung einer linearen Strahlenkungruenz ('\, sn enthalten

au<-]i alle iihri;,rcn reellen Flächen des ÜUschela je eine reelle Regel*

»diiir 2. Oninuii'ij von <'',.

Hille l»eliel»igf < Iciade v »cluiciilrt die Fliiclirn eines / iUlsehels in

den Punktepaaren einer Invulution. Kiiilialicn die l' läehen des / ' HUscheU

je eine Begelachar dner linearen Strahlenkongraena C], ao haben aie folg-

lieh mit der Regelaehar 2. Ordnung von Ci, sn deren Leitatrahlen g gehört,

die Strahleopaare einer Strahleninvolution gemein, d. h.:

Die Flltehai eine» P Blischels, M'clchc je eine Regclsehar

2. Ordnung einer linearen Stralileiikongriieiiz ('\ enthalten, schneiden

eine beliebige Uegclschar 2. Ordnung von ( | in den Strahlenpaareii

einer Involution.

2- Zwei Flüchen, welche je eine liegelschur 2. Ordnung einer linearen

Strahlenkongmens enthalten, schneiden rieh anÜer in den Leitgeraden r

der Kongraenz noch in swei reellen oder konjugiert ima|^nSren Kongmcnir

strahlen. Hei einer hyperbolischen linearen Strahlenkongrueos haben alao

die P Uilseliel. deren Flachen je eine lü ;j;ids< liur der Kongmenz enthalten,

teils vier reelle Orinuistralilcn, teils nur die beiden reellen Grundstrahlen ". f.

i^ei einer elliptiüchen linearen Strahlenkongruenz hingegen sind entweder

alle vier Qrondatrahlen jener P BOsehel imaginMr, oder nnr ti, v allein.

Ein aolcher P BOsehel mit vier imaginSren Qmndatrahlen enthllt aneh oe'

ImaginKre Flüchen. Da nun in den polaren Uäumen seiner reellen Flächen

die durch die elliptiselic Stralilenkongruenz einander zugeordneten Punkte

und Kbenen konjugiert sind, so sind sie es auch in den polaren Räumen

seiner imaginiren Fliehen. Femer ahid die Polarai cfncs Kmgmens-
Rtrablea « in den polaren Rinmen der reellen Fliehen dieaea P BOaohels
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Strahlen einer RegeUchar 2. Ordnung der Kongruenz'), folglidi sind di»-

Übrigen Strahlen dieser ilegelschar die Polaren von s in den polaren Räumen

der inajg^nJtren FIXehen dieses F* BOsebels. Eine elliptiielie lineare Strahlen-

kongraenz ist demnach auch für die polaren Räume der imaginSren FlKohen

des /' Büschels polarinvariant. Kurz, ea gilt mit RUcItsiclit auf die in der

Einleitung eingeführte Bezeichnung:

KiiiR i-!li|insc!i(> lineare Strahleiikongruen/. wird an(!li durch lui-

endlicli viele juiiDürc pulare Rüame mit imaginären Inzidenztlächen in

sich äelbät übergeführt.

3. ^^ind die durch eine lineare Strahlenkongrucnz <
'l

einander zu-

geordneten l'nnkto um! Ebenen in zwei ])olareii l'iinmcn //;'. //" koniii;rierr,

»0 äind sie es auch in den polaren Riiumcii den durdi //,', //;' geliendrii

liUsuhcU polarer Räume. Die reellen Inzideiiztiäehen der polaren Räume

dieses BUsohels eothalten Je eine reelle Regelsohar 2. Ordnnng von

folgUeb erireieen sich analog wie in 2. alle seine polaren RKnme als pri-

märe polare RVame von Cj, nnd es kann demnach der Satz aasgesprochen

• werden:

Zwei ])riniüre polare Räume einer linearen .Strahlenkongrueuz

(
\ bestimmen einen Hllsehel solcher polaren Riinme. I)ic reellen In-

zideuztiächen der polaren Räume des Büschels sind RegelHächi-n 2. Ord-

nnng, von denen je eine Regelschar zn '
|

«gehört.

4. Duroll drei polare llüunic //,. //'. //;', die nicht alle drei einem

Biisehel anfjelii.reii, geht ein liiiiulel pohirer h'iiiiiiie. Führt jeder dieser

drei polaren Räume die lineare ^Strahlenkongruea/. derart in sich selbst Uber,

daO die darch C\ einander zugeordneten lenkte and Ebenen in ihnen kon-

jugiert sind, so bat jeder polare Ranm eines durch airei von den drei polaren

Rilumcn //;, /Vf, H] bestimmten Bdachelä nach 3. dieselbe Eigenschaft.

Ein beliebiger Btlsehcl des Bündels hat nun mit jedem lUi~<'lu l. der zwei

der polaren Räume //,', /f], ll\ verliindet, einen polaren Raum gemein, folg-

lich enthält er nach 3. nur jtolare Räume, fUr die ( °| polariuvariant ist, und

in denen die durch C\ ebiander zugeordneten Pnnkte und Ebenen konjugiert

sind. Demnach Ist bewiesen:

•) e. titaudt, a. a. U., .Vr. 10*.

1*
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Drei keiuem BUächel aiigehürige primäre polare Küuuc einer

linearen Strahlealcongnieiut C\ IwitiiiiiDeii ctoen BOndel lololier polerai

RMnme.

BSmOk BOnddi primlrer polarer KKnme voa Cl bilden die polaren

Räume aller Regelfläclien 2. Ordnung, die je eine Regelscliar 2. Ordnung

vun '
'I

enthalten und dnrcli einen bclieliijj^en Punkt dee Haamefl, also dnrcli

den mit ihm in/jdenten KüngniL'nz>itrulil gehen.

6. Durch vier poliuc liuiiuie, die niclit alle einem liiindel angehören,

gellt ein GebUiieh polarer iväuniu. Führt jeder von diesen vier polaren

ROnmen die lineare Strahlenkongruenz C'i derart in aieh Uber, dafi die

durch C\ einander zageordneten Punkte und Kbenen in ihnen konjugiert

sind, 80 läßt «ich in analoger Weise wie in 4. dartun, daß alle pularen

Räume des Gi-hllschcs dieselbe Kigcii'^diaft hulien. Dnrdi fiiimi bflicliigen

Punkt >cndt't das Gebiisrli einen Hiiiidel von In/.idciiztliiclieii si'incr polaren

Iv^iume. Kr besteht aus allen durch diesen Punkt gehenden Kegeltiächeu

2. Ordnung, die je «ne RegeUohar yon Cl enthalten (4.). Die reellen In-

sidensflilehen der polaren BJtame dea öebOaebea lind alao identieoh mit allen

Regcltlächen 2. Ordnung, die je eine Regelachar 2. Ordnung von C\ enthalten,

und das Gebllsch besteht folglich nach 2. und Ü aus allen polaren KUuraen,

die ( '[ derart in sich Ubertühren, daU die dureh (.'[ einander zugeordneten

Punkt» und Ebenen in ihnen konjugiert sind. In anderen Wortm:

Die prinXren polaren RBnme nner linearen Strahlenkongrueiis

bilden dn GebOacb. Die reellen InndenstBchen dieaer polaren Rimne
bilden alle Regelflächen 2. Ordnung, welche je eine Begelaohar 2. Ord-

nung der Kongruenz enthalten.

6. Liegen zwei Regelscharen 2. Ordnung einer hiijn rhoHsi hi i> linearen

Strahlenkongruenz bzw. auf je einer Fläche eines iUisehels, so geht jede

Fläehe dea bUachcU naeh 1. durch je eine Regelachar der Kongruenz. Die

Gmndknrve dea F* BOaebds beatebt ana den Leitgeraden tt,» der hyper-

bolischen linearen Kongruena und, wenn wir vorauaaetsen, da£ jene beMen

Regelacbaren zwei reelle Strahlen gemein haben, aus den Kongraenz-

strahlen m, n. Diese Kongruenzstrahlen sind das eine Paar, die Leit-

geraden «<, V daa andere Paar Gegenaeiteu eines einfachen Kaumvierseits,

deaaen Diagonalen swd Kongmensatrablen a, h und. h aind reniHroke

Polaren für die Fitehen dea F* Bllaebela, and die dureh die hyperbotiaehe

Digitized by Google
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lineare Kuiigruenz einander zugeordneten Punkte and Ebenen von n, b sind

für alle Flfichen des P BiUchels konjugiert

Haben swei Regelflicheii 8. Ordnni^ Ri, welche dureh Je eine R^l-
Bcbar 2. Ord. einer elh'ptücJten linearen StralilenkongmeM gehen, keine reellen

Strahlen gemein, und ist .t ein weder auf Ii] noch auf gelegener Kongraenz*

strahl, so sind die Polaren .r,, .r. von x fUr 1!', lizw. /''. dnreh diese FlSehen von x

haruiuniach getrennt Die dureh ', •t'nX, gehende lvcgelti;iehe 2. Grades jt'' hat

alao mit B*, bzw. Ri redlePunkte gemein. Sie liegen, da .r, .< „ j-, darefa eine Regel-

sehac 2. Ordnung 36* der Kengmenz verbonden werden, aufje zwei Kongrnenz-

«tralilen y«„ </, bzw. j)^, <j,. Zur llegelse.liar gehdren biemaoh je zwei Strahlen

von ll'i und A'; und je ein I'aar reziproker Polaren .r, x, bzw. x, .r, fllr jede

dieser beiden Flürlu ii. .\' ist folglich für J{\ und Ji] polarinvariant, und

zwar rufen die polaren liüunie von Iii und in .V zwei hyperbolische

Involotfonen mit den Doppelatrahlen 2h, Ii bzw. ji^, q, hmor. haben

der Voranasetznng nach kdne reellen Strahlmi gemein, die bzw. anf ihnen

gele^reni ii Strahlenpaare /j,, </, bzw. y>,, ^ von trennen sieh also nicht.

Folglieh haben jene beiden in .V' hervorgerufenen hyperliolisdien liivoln-

tioneii ein reelles Strahlenpuar !> gemein. i',f> sind reziproke Polaren

sowohl fUr Ii', wie fllr Jl'^ und folglich fUr den durch die polaren Küume

von Ri nnd gehenden BttscheL In allen seinen polaren Rftnmen sind

nach 3. die durch C'l dnaader zugeordneten Punkte nnd Ebenen konjugiert,

und jeder von ihnen führt ('] in sich selbst über. Der Büschel polarer

Räume enthält, da /!{ und /.". der Vorauss<'tzung nach keine reellen Strahlen

miteinander gemein haben, auch oo' polare Kiinme mit imaginären Inzidcnz-

Hächen. Als Ergebnis der Untersuchungen dieser Nummer folgt also:

Haben die Inzidenztiächen, welche bei einer linearen ätrahlen-

kougruenz ('\ zu einem BUschel primärer polarer Käame gehören, vier

oder keine reellen Strahlen gemein, so haben die polaren Bftnme des

BQschela zwei reelle Strahlen von C\ zu gemeinsamen reziproken Polaren.

7. Zwei windaeUefe Strahlen «, b einer linearen Strahlmikougroenz

C\ und die dnreh ('| in ihnen hervorgerufenen Punkt- und Ebeneninvoln-

tionen bestimmen einen BUschol polarer Räume, welche a, f> zn reziproken

Polaren haben und Jene Punkt- und Ebeneiiinvoliitionen enthalten. Die

Doppelebenen der dureh ^ '1 in c bzw. !> hervorgerufenen Kbeneninvnlntionen

sind je ein Paar ausgearteter Inzidenziiächen dieser polaren Räume. Ganz



6 JolUtf primär« wtd tehtndäre jtdaf« Räume riner UneartH SfroMtakmiffrtiefu.

wie in 1. lüüt äicli zeigen, daü die reellen Iiizi<lciizHiiehcii dieser polaren

Uüume durch je eine KcgeUehar 2. Ordnung von (
\
gehen, and daß uUo

der BUschel nach 3. am primSren polaren RKnmen von C\ beateht. Somit

ist dargetan:

Je zwei windschiefe Strahlen einer linearen StrahlenkoBgmenx ('i

aind>reziproke Polaren f&r einen Bttaohel prinSrer polarer Räome von C\.

8. Zwei windschiefe Strahlen «r, b einer linearen Strahlenkongmenz (

bestimmen nach 7. einen Büschel primlrer polarer Bflame von C\ mit den

gemeinschaftlichen reziproken Puhiren f>. Durch die polaren Räume dieses

HUschela sind einem zu « , /> windschiefen K(tngrut'i)zstralile .i als Polaren die

Strahlen einer durch f , /' gclieiirlcn liCgeUchar 2. Onlnuntj von ( '{ zugeordnet.

Da diese nach 1. auch den Srralil r cntliiilt. sn Ijcstclit «lemtiach die Beziehuiif;:

Sind von viei' ziumhumiUt windsi-liicfV-n Strahlen c, r, */ einer

linearen ätrahlenkungrucnz <
[ sowohl die bttahlcu </, wie c, <l rezi-

proke Polaren in einem primfiren polaren Raome von Tj, so gehören

sie einer Rcgelschar zweiter Ordnung der Rongraenz an.

9. Zwei windschicte Strahlen ii, /> einer linearen Strahleukongroeuz (
|

werden mit einem beliebigen zn ihnen windschiefen Strahle x von C\ dnrch

eine Regelsehar X* der Kongmenz verbunden. Sind <t, A — was nunmehr

vorausgesetzt wird — reziproke Polaren In einem primüren jtolaren Ivaume //*

von ' !, so enthält .\" narli s. aiidi die in //' zu^-cordnctc Polare. Alle

(iiucli ^^elicniicn Heticlliaclicn 2. Ordnung, welche durch je eine IJegel-

ächar 2. Ordnung von r| gehen, sind also lür //' polarinvariant. Das Gleiche

gilt von denjenigen RegelflKohen 2. Ordnung, welche Je eine R^elachar

2. Ordnung von (.'{ und zwei windschiefe in /7' zueinander polare Kon-

gruenzstrahlcn c,(i enthalten. Die dnrch <i,/) hzw. c.tl und je eine lve<rcl-

schar 2. Ordnung von ( ': gehenden P'Iitchcn 2. Ordnnii;»: hildcii zwei / HüscIk-I.

Sind ti, fß, r, f/ untereinander wind.schiet", so hahcn diese beiden / '

Hilä«-Iiel

die dnrch jene vier Strahlen gehende Fläche 2. Ordnung gemein and gehören

also einem F* Bdndel an. Jeder von beiden Boscheln sendet eine FlSche

durch einen beliebigen Kongruenzstralil .<-. Diese beiden FlKehen enthahen

auch die Polare von x in 77", sie bestimmen einen im P ßUndel enthaltenen

Büschel, dessen Fläclien je eine Regelsehar 2. r)idnung von '
; enthalten

und tUr //' polarinvariant sind. Füllt .r nacheinander mit allen Kongruenz-
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ätrahleii /.nsainnieii, m ergeben sicli auf diese Weise alle reellen Flächen

des F' Bilmk'ls ul> pulariiiviiriaiit tiir II .

Der i" LiUiidel kann iuiugiiuirti Kläclieii entbalteii; e» fragt »ich, ub

auch diese, d. h. ibre polaren RSnme, fflr den polaren Raum 12* polaiv

invariant und. Durch swei reelle FlKehen des F* BUndele geht «n in ihn

eiitlitiltener f BlUchcl. Seine reellen Fliielieri sind fllr //' polarinvariant.

Alle bMiielicn diesca BUseliels sind naeli '^. Inzid« iizti}(cbcn jirimürer polarer

liiiunie von folglich bilden in diesen polaren Käumen die Polaren eines

beliebigen Kungruenicstralileii ;* eine in ( j enthaltene zum Büschel pro-

jektive Regelschar 2. Ordnung 9t'. Dnrch fP geht jede reelle Flüche de«

BOaehela in sich eelbit Uber, reriproice Polaren fBr jede solche Flltche

also wiederum in reziproke Polaren dieser Fläche, fuhrt demnacli den

Strahl /• nnd die zum Blisehel projektive K'cgeUeliar in einen Kon-

g^uenzätralil r., und eine zum F' BUschel projektive in (
'i

enthaltene Kegel-

schar r)i'„ derart Uber, daä die Polaren von r und r„ ftir die nämlichen

reellen Flächen des P Büschels homologe Strahlen der beiden projektiven

Regelscharen 9t*, füt], sind. Nun bilden die Polaren von r„ ftir alle Flächen

de» F' Bllsehels eine zu ihm und somit aut;h zu ^\ projektive Uegelsehar

2. Onlimiig. Heide |irojektiven liegelseharen haben die Polaren von/\, fllr

die reellen Flächen des i' ' BUschcl.-» entüprcchcud gemein, folglich auch

die Polaren von für die imaginäreu Flächen des Btlschels. Darck den

polaren ßaom fP werden also awei Strahlen von C,', die reziproke Polaren

für eine reelle oder iniaginiin- Fläche de» F' BUscbels sind, wiederum in

zwei für die nämliche l'laelie /.iieiriander polare Kongruenzstralilen illier-

gefillirt. Die polaren liiiiinie der Flächen des /" l'tiseliels sind aber pri-

märe ]»olare Uäuuic von ( j, die in den Kongruenzätrablcu durch L'\ hervor-

gerufenen Punkt* nnd Ebeneninvolntionen sind demnach in diesen polare

Räumen enthalten, folglich wird jeder polare Raum einer Fläche dea

F Büschels durch tP in sieh selbst ttbergefUhrt, oder:

Die primären polaren Räume eiuer linearen Strableukongrueuz C'{i

welche fllr einen primären polaren Raum dieser Kongruenz polare

invariant sind, bilden einen Bändel. Sind zwei primäre polare Räume
von C'l für einen primären ])olareii Uanm dieser Kongruenz polar-

invariant, so ist es auch jeder polare Kaam des von ihnen bestimmten

Büscliels.
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10. Je zwei zu eineni üebliäuiiu polurer liäume geliürige BUtidel

haben einen Btteehel polarer RKnme gemein. Da nun nach 6. alle prinüreB

polaren B&ume ehier linearen Strahlenkongmenz C\ ein Gebllach bilden, so

bilden alle Ar zwei primUre polare lliinme von ^'1 polariiivuriaiitcii primären

polaren RUume dieser Koiigriionz cIiilmi liilseliel. Für jeden i)ülureii li'auni

dieses 15ilseliel-i sind nach iK aueii die i»olarcii Kiiiimc des diindi jene zwei

polaren Uiiume ;j^elieiitaii Hilst-hels polarinvariant, tbl<flicli ergibt sic'li:

Ein Buticlicl primärer polurer lläume einer linearen Straiilen-

kongrnens C'| ist einem zweiten BUsohel primttrer polarer Rinme von C-{

derart sngeordiMt, daß die polwen Räome des einen BUsehela für die

polaren Rünme des anderen polarinvariant sind.

Je drei so eineni Gebiiiichc polarer Räume gehörige BOndel haben

einen polaren iiaum gemein, fulglicli gibt es nur einen primären polaren

Kaum von <'\, der für drei zu keinem liUacbel gehörige primäre polare

Räume and folglich für alle polaren Räume des durch sie liindurchgehendeu

Sandels primftrer polarer RSnme von C\ polarinvariant ist

U. Sind IP, nnd fttreinander polarinvariante Regelflachen 2. Grades,

welche bzw. die Ikegelaeharen 2. Ordnung einer linearen Straiilenkon*

gruenz (
[
entbalten, so trennen je zwei fllr Jll zueinander polare Strahlen

von 'H. ]e zwei dureh ('\ einander zugeordnete Leitstralileii von Jl] harmo-

niscli. Je zwt-i durcli ( '\ einander zugeordnete Strahlen einer Ucgclisebar

2. Ordnnug dieser Kongruenz erweisen sieh sonach als reziproke Polaren

fllr alle FUehen 2. Ordnung, welche fUr die durch fti gehende Fliehe

2. Ordnaug polarinvariant sind und je eine BegeUehar 2. Ordnung von ('\

entbalten. Alle je eine Iu i;els<^liar 2. < »rdnunf^ vkii rj enthaltenden !*e<;el-

tliieiien 2. Grades sind nun Inziden/.tliiclun j^riiiiiiier polarer iliiiune vonfj.

und je zwei solcher polaren Käume, wclciic tHr einen primären polaren Kaum

von i '\ pularinvariant sind, bestimmen nach 9. einen BOschel solcher pri-

mftren pohuen Bitame. Sonach lälit sich leicht sehlieOen:

Die dareh eine lineare Starahlenkongroens (.1 einander zugeord-

neten Leitstralilcu einer in ihr entlialtenen Regelschar 2. Ordnniir:; ^*

sind reziproke Polaren in allen primären polaren Räumen von ' '. welche

fllr die durch .*K' geltende liegeltläehe 2. Grades polariiivariant sind.

12. Gehören vier windseliiefc Geraden A. ' . il nieiit derselben lJe;;el-

achar 2. ürdnuug an, ho sind <i, h und e, <l und lerner paiirweise alle übrigen
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Jolle», f>rimäre wul «ehtndmv luthn lUmw* «mm* tnuarm StrahtadMupvenz. 9

Strahlen der dnrch n,/i,< ,il gehenden linearen Stralilenkoii^ruenz <'\ rezi-

proke Pularen fUr x)' polare Käume*). Die I'ülarebeuen eine» beliebigen

Punktes in diesen polmran Räumen bilden einen EbenenbOtekel 1. Ordnung^

folglleli bilden die polmren Rlame selbst einen BUsobd polarer Binme.

Diese polaren Rffnine sind nnoh 8. sckandXre polare RBnme für C'„ somit

ist bewiesen:

Bestimmen vier windschiefe Geraden d eine lineare

Strahlenkongrnenz TJ, so sind // nnd c,i! nnd ferner paarweise alle

übrigen Strahlen vdn ' ! reziproke l'olareti in den polaren Hänmen

eines Büschels sekundärer polarer Käunie von (j. Durch einen sekun-

dären polaren Banni von C\ gebt din Bilsebel lekondlrer poUmr Rinne

dieser Kongmens, irelcbe in C\ dieselbe polare Paarang wie jener

polare Raum hervorrolsn. Eine lineare Strablenkongmens hat oo*

sekaodKre polare Rttam«.

Kin Hiiächel primlirer polarer Ttiiame von C\ ist nach 10. einem

anderen Hllsdiel solcher polaren lüiiiau' derart zugeordnet, daß jeder polare

Kaum tieft einen Hilsehels fllr alle polari ii Uiiunie des anderen polariiivariaiit

ist. Nun tjind nach 11. je zwei durch C[ einander zugeordnete Strahlen uu

einer IncUenaflltehe eines polaren Banmes des einen Bllscbels reziproke

Polaren in allen polaren Rlnmen des anderen, nnd ferner gebt dnrcb Idnen

beliebigen Punkt des Raumes je eine InxidenzflUehe des Bllsohels. Folglich

ergibt sich aus dem vorstehenden. Haoptsatze bcilttnfig:

Gehen die Flächen eines F' Büschels durch Regelscharen

2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz r[, so bilden die ('\ nirht

angehürigen Regelscharen dieser Flächen eine zweite lineare Strahlen-

kongrnenz.

13. Ein polarer Kaum ist ein sekundärer polarer Raum einer hyper-

bolischen linearen Strahlenkongruenz, sobald in ihm die Leitgeraden u, t'

Kongraen nieiMMider polar dnd**). Alt Inddensfläolieii sekindirer po-

larer RJInme einer byperbolisohen linearen Strablenkongmens kOnnen also alle

allgemeinen FlXeben 2. Grades aaftreten, gleichgültig, ob de reell sind oder

*) Kei/e, Geometrie der Lage, xwelte Abteilung, dritte Auflage, l^ipzig is<.*i',

Nr. 57, S. 274.

") Av-/. . r.ooin. trie ler zweit« Abteilang, erste Auflage, Hannover läOli, S. 115.

Journal für Vlatbruiuiik lid. Iö4. Heft 1. 2



10 Jotte», primdr» md Mkm^tn fiotart Riime emtr Unmrm StraUenkoHfnuiU,

iiidit. Alle sekundären polaren Hiiurae einer hvperbüliHelK ii linearen Strahlen-

kuii^ruenz, welche die Strablea der Kongruenz in gleicher Weise polar

puren und »teo nach 12. dnen BOaohd bttdea, bflatfanmen auf den Ldt-

geraden u,v dieselben Involutionen konjugierter Pknkte. Dieae Pnnktiiivo»

lutionen aind entweder beide hyiierliolisch oder beide elliptiaeh, oder die

eine itit byperboliiM;h und die andere elliptisch. Sonach gilt:

Die Inzidenzflüchcn der sekiindiiren jjohiren Hiiunie, welche die

Strahlen einer hyperboliachcu linearen Ötrahleukongraenz in gleicher

Wtiae polar paaren, bilden einen F* BSachel. Seine Ornndkurv» iat

«n yon KongmenatmUen bq^ztea einfaebes BaamTieraeit, deaaen

Seiten entweder alle vier reell oder zwei Paar konjngiert imagiattrer

Geraden erster oder zweiter Art sind.

14. Kine KegolHiiehe 2. Grades ist nnr dann die InzidenzÜiielie eines

sekundären polaren KaunieH eitler elliptiHtilien linearen Stralilenkongruenz.

wenn ihre eine Regclschar durch die Kongruenz elliptisch, die andere hyper-

boliach gepaart wird und alao nwd reelle Kongrnenzatrahlen «idilU*)i Eine

nicbt geradlinige FlMebe 2. Gradea kann nach Herrn Rtye flberbanpt nieht

die InzideaaflJIdie eines sekandfiren polaren Uaunie!< eitier elliptischen linearen

Stralilenkongnienz sein"), Da nun jt^der HUsehel polarer Käunie oo' polare

Kiiuine mit reellen Inzidenztlaclieii eiitliiilt, und jeder sekumiiire polare Kaum

nach 12. einen Büschel solcher polaren Ivaume besünimt, welche dieselbe

polare Zuordnung wie er kervorrafen, so gehen die Inaidenafliobett einen der-

artigen BOaeliela aeknndftrer polarer Ritnme bei einer elliptiBolien linearen

Strablenkongmenc durch swei reelle Kongmenaatrablen. Kurs:

Die Inzidcnztiächen der sekundären |)olarcn Ivänme einer ellipti-

• sehen linearen Strahlenkongruenz sind stets reelle Kegeltiächen 2. Grades,

deren eine Regelschar durch die Kongruenz hyperboliscb involutoriscb,

deren andere darch sie elliptisch involutoriscb gepaart wird.

15. Ein Bttichel aeknndärur polarer Rftume, welche eine elliptiache

lineare StraUenkongruens in gleicher Weise polar paareo, enthalt nach 14.

*') V. Stauik, Ik-itriige tur Oeoeaetri« der I.age, erstes Helt Nürnberg 1H56, Nr. lUS.

•*) Der von mir gegebene Beweis des Salzes (/iVi/f, Oeoinetrie der I-age,

sweite Abteilnng, viert« Auflsge, Stuttprt 1907, S. 86) läUt ohne weiteres erkeoned, dsU

flberhtupt eine flberall konvexe Fliehe oieaial« dnreb eine elliptische lineare Strdden-

kon|j;ruenz in sich ^ellut iiljergorübrt wird oder, wie ich mich kurz ausdrücken will, nie-

mala für eine eiiiptiscbe lineare StrahlenkongmeDs geschartinvariant aeio kann.
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Julies, pmiKiiv und gftundmy /lolare lUhime tintr lineuren Stra}ilenl.on<jruetu. W

nur polare Räume, deren In/.idenzfläuhen nicht mein* als zwei reelle Kongrnenz-

strahlen entlialten, uml zwar liegen diese iiuf allen In/.iden/.tlUclieii. Hätten diese

Iiizideuztiächtiu noch zwei andere reelle Geraden gemein, so wären diese durch

dieK(»gra«»dimiidersngeocdoet IteneftiitliMte aberdw von dteim ImMens*

flächen geUMete P* Bttaehel aaeh die IncidenEfllebe ein«s primlcen poI«reii

RaaaM, nnd das iit naeh 13. aii«geacUoneii. Also:

Die Tnzidenzfliichen der sekondüren polaren Huume, welche eine

elliptisolie lineare Stralilenkongroenz in gleicher Weise pohir paaren,

bilden einen /'* l^llscliel, dessen Kletm-nte außer zwei reellen Koii-

gruenzstrahlen keine weiteren reellen Geraden geniein haben.

Mit KUcksielit auf den in 12. gefundenen Hauptsatz folgt liieruus

bdlKnflg:

Sind vier cneinander windaohiefe Geraden a, c, rf nnr mit zwei

konjugiert imaginären Geraden hucident, und siml h und < ,d reziproke

Polaren eines polaren Ranmea» 8o ist seine InzidenKfläcbe stets eiue

Kegelfli'iehe 2. (xrades.

16. Durch einen sekundären polaren Raum einer elliptischen linearen

Strahlenkongruenz geht nach 12. ein Bttschel seknndttrer polarer Räume,

welobe die Strahlen der Kongraens in gleicher Weise wie er polar paaren.

Jede Inndemsfliehe eines aolciien polaren Ranmes schneidet einen beliebigen

Strahl der Kongmens in je zwei durch die Kongruenz einander zu-

goordni'ten I'nnkten. N'nn bilden je zwei einander ziigeorcliiete Punkte von s

ein I^unktepaar einer clliptisehen Puuktinvolution, folglich »chneiden alle In-

zideozfiiUshen jenes Bttschel« « in reellen Punkten, d. b.:

Piait dne elKptiselie lineareStrablenkoi^iraemibeide Regelsebaren

einer ßegelflltelie 8. Grades invointoriseb, so sohneidet jeder Kongniens^

strahl di(>:^i' Fläche in einem Paar reeller durch die Kongruenz einander

zugeordneter Punkte. Die InziilenzHiichen zweier sekundären polaren

Räume einer ellipti^schen linearen 6tra}ilenkougraenz haben »tets auch

eiue reelle Schnittkurve miteinander gemein.

17. Durch die Inzidenzfiächen zweier sekundären polaren Räume

einer elliptisehen linearen Strahlenkongraena gebt ein F* Bttsobel, dessen

FllelMn die Kongmenntrablen — wie ans 16. ohne weiteres folgt— in

je zwei reellen Punkten sehneiden, die durch die Kongruenz einander zu-

geordnet sind. Somit erweisen sich alle Flächen dieses P ISilschels als



12 Jolles, j'i-imäre und $ehattläre fiolare Uaume einer iiiuann SlialUcnkomjitunt,

IiizideiizflUcliiüi si'kiiiidiirer polarer Häume der elliptisclien linearen Stralilen-

kongruenz. Durch zwei sekundäre )iolare liüume einer elliptisclien linearen

Ötrahlcnküiigraenz gebt uUü ein Biii^chel solcher sekandärcii polaren itäunie.

Der gleiche Sets gilt anoh für die hyperboliielie linetre StrahienlLongnietiz,

da ihre Leitgeraden ti, v in allen aekandäree polaren KKomen der Kongmenx und

narindieaenpolarenHiUlmen polaranwnander sind. Dennach giltgauallgenein:

Darob swei aeknndäre polare RMiune einer linearen Strahleii-

kongmens geht dn Bnaehel lolcher polaren Rinne.

18. Paart eine lineare Strahlenkoogrkeaa (•{ die beiden Kegelscbaren

31*
, 2J einer Rcgelfläelie 2. ürdnang .S* involntorisdi, so sind je zwei zageord-

nete Strahlen einer Ue;j:i lschar — etwa r,, r\ von "Ws — die Achsen zweier

projektiven Kbenenblischcl, deren homologe Ebenen ebenfalls C'j einander zu-

ordnet. Beide projektiven EhenenhOBobel erseogen eine Uegelfteliar 2. Ordnnng

91^ von C'i. Sie geht, wenn £2 dnreh C'| byperboliaoh involntoriieh gepaart

ist, dnreh die beiden dann zu 2^ guhürigen reellen Kougmwmtrahleu Qnil

hat, wenn die Kongnicn/. i". el1i]iti8eli invulutoriach paart, aufler r^g, v'^

mit .">' keine weiteren reellen Strahlen gemein.

Die l'olare eines ätrahlcs .c vun ( '[ für ist ein Kongriicuzstrahl y.

Ist s mit den Geraden r^^i^g von &** Inzident, so ist es auch folglich er-

weist sich die Regehtehar 9^ von C\ nnd demnach aaeh die ne enthaltende

Fläche W für N' als polarinvariant Je zwei durch C| einander zugeord-

nete Strahlen der Leitachar von haben, da die dnreh (
'\ einander

zugeordneten Strahlen /„, i'^ auf W liegen, zu l'olaren fUr •i' je zwei durch

C\ einander xageordnete Strahlen Von 2«. Für die Fläche W ist nmge-

kehrt die Flftche «S* polarinvaiiant. Die Ar aneinander polaren Strahlen

x^y von ^1 bilden mit den gemeinsamen Strahlen r», t^^ der Hegelscharen

nnd i?;! ein einfaches liaumvierseit, dessen Diagonalen L, /'^ durch (*1

einander zugeordnete Strahlen von 2i sind. /!, und elienso je zwei andere

durch C'I einander zugeordnete Strahlen von 2^ sind sumit reziproke Polaren

fDr B?. Hingegen haben, wie sieh ohne weiteres ergibt, je awd durch C\

dnander angeordnete Strahlen von 91« zu Pohiren fbr JV* wiedemm je swei

dnreh C\ einander angeordnete Strahlen dieser Begelachar. Somit ist bewiesen:

Liegen zwei durch eine lineare Stralilenkongruenz ('\ einander

zugeordnete Stralilcn r.,,r\ sowohl auf einer Uegeltiiiche 2. Grades

deren beide Uegelseharcn durch ('[ involntorisch gepaart sind, wie



Jolle», jfriuunt und tekuiuiare jioiarv Uäume einer Ihuaren iitrM«ldmtfft"UfHi. \'i

Mcb mf einer UegelflSuhe 2. Qrades 1{\ die eine RcgcUchar 2. Ord-

nung von rj enthält, so sind beide Fliiclicn füreinander polarinvariaiit.

Je zwei durch C{ einander zugeurdnete Strahlen der einen Fläche, die

zur selben liegelscbar wie / r'g gehören, haben za Polaren fUr die

andere Je swei dnreh C\ einander »igeordncte Strahlen dieser Regel-

sehar. Hingegen aind je iwei doreh C'l einander zageordnete mit r«, r^,

incidente Strahlen von <S* selbut resiproke Polaren fUr IC.

19. Je zwei durch eine lineare Strahlenkongmenz i'\ einander zu-

geordnete Geraden /, / einer Regcltiiiche 2. Grades S'\ deren Strahlen durch

C'i iuvolatorisch gepaart aind, gebüren »teta auch zu einer Kegeltläcbe

8. Gndei ü", die efaie Regelachar 2. Oidmuig von C\ eothlit. Fir il* rind

sowohl die Strahlen von V\ paarweifle aneinander polar wie aneh naeh 18.

je zwei mit i\r' inzideiite durch ('\ einander zugeordnete Strahlen von

Folglicli ist jede llej^ellliiehe 2. Grades, die durch eiiu- Ivr^^clschar 2. Urd-

niin<;- von f
J

jj^elit und je zwei durch f'| einander zu^etudiiete mit i\r' iii-

zidciite Strahlen von N enthält, tUr IV pularinvariauu Wao tUr H' gilt, gilt

für jede andere Regelüäehe 2. Grades, die durch dne Begelsehar 2. Ordnung

von V\ geht und swei Strahlen von i? enthJÜt, die zor nimliehea Regel-

flobar dieser Pläobe wie r, gehOren, demnaeh folgt mit Rflokaiebt auf 9.:

Alle Flächen, welche je eine Kcgelsehar 2. Ordnung von (
'\ ent^

halten iiiul anlJerdem die nämliche üeirelsehar .'K^ einer geradliiiijren

Inzidenztiiiehe eines sekundären polaren Uaumes von ( \ in je zwei

Strahlen schneiden, gebüren einem l' Büschel an. Seine Urundkurve

• besteht aus den Ldtgeraden von C[ und aus den aar Leitaebar von 9t2

gebGrigen Kongruensatrableu. Die polaren Rinne der durch die beiden

Begelscharen von bntimmtcn BUschel primärer polarer Rinne von

('\ sind wechselseitig füreinander pulurinvariant.

Ist >• insbesondere das Fokalimraboloid einer linearen Strnblenkon-

gruenz, su gehen die durch die beiden Kcgelscbaren von bestinnuten

fiUschel primKrer polarer Räume in die mit den b^en Foicalregelscharen

baw. verbundenen Bllsebel Qber*).

$30. Sind die beiden Regelscbaren einer Regelflaebe 2. Grades dnreh

eine lineare Strahlenkongruena (y\ involutoriscb gepaart, so sind nach 18.

*) JMA», Die Kokaltheorie der linearen Htrahlenkdograentes, Math. Aanaleo,

Bd. 58, S.S37.
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die Strahlenpaare der einen Involution reziproke Polaren filr alle Rej^d-

Häclien zweiten Grades, welche je ein Strahlenpaar der anderen Invulutinu

und je eioe RegeUchar 2. Ordiiang von C'i enthalten. Die darch eine Regel-

schar von bettimmten dnrch dne Begelschar von C\ gebenden Beg«l>

fliehen 2. Grades geboren aber naeh 19. einem F* BUacbel an, folgliob gilt:

Eine Regelfläche 2. Grades .S*, deren beide Regelseharen durch

eine lineare 8trahlenkongrncnz (
'\ involiitoriseh gepaart werden, ist

polariiivariant für jeden pitlureti llauru der beiden Blisehel primärer

polarer Räume, welche bzw. diu Uegelseliureu von ^' beütiuimen (Ii).).

Die daroh C| einander zugeordneten Strahlen der einen RegeUeliar

sind reiiproke Polaren lltr die dnrch die andere Regelsehar bestimmten

primären polaren Ulnme.

21- Durch den polaren Uanm ^ einer Regelflftche 2. Grades, deren

llegelseharen dureh eine lineare Strahienlcongrnenz C\ invoUUorisch

gepaart werden, geht nach 12. ein liUschel [£1 sekundärer polarer Käuuie,

wdebe die Strahlen von C\ in der nUmliehen Weise polar paaren wie £*.

Non eind irgend swei dureh je eine Regelsehar 2. Ordnung von C\ und

dnrch je zwei Strahlen von 'Ml gehende Regelflächen 2. Grades naeh 18.

polarinvariant fdr nnd folglieh aneh filr die polnreii Kiliinie von [^'].

Feiner bilden die fdr jene beiden Wegeltlüclien polarin Varianten primären

polaren lläuiue nacii Ii), den durch die liegelschar bebtiuuuteu HU»chel

primKrer polarer RSnme. Folglich sind die polaren RSome dieses Bflsehels

polarinvariaat Ar die des Büsebels [2^, d. h.:

Eme Regelfliohe 2. Grades .S", deren ttegeliebaren 9i|,£| doreh

eine lineare Strahlenkongraenz ("l involutorisch gepaart sind, be^itinimt

zwei Blisehel primärer nnd ein HUschel aeknndiirer polarer I'iinme von ( '\.

Die polaren Uäume jedes dieser Büschel sind polarinvariant ftir die

polaren Räume der heUm anderen, a»* Insidenaflächen des einen

Btlaoheb primirer polarer Räume gehen bsw. dureh Je zwei Strahlen

on 96; oo* Inzidenzflächen des anderen bzw. durch je zwei Strahlen

von 2' (l^'O- Kndlicli rufen alle polaren Kiiiniic des Hilscliels sekini-

dürer polarer Räume anter den Strahlen von C°i dieselbe polare Paarung

hervor (12.)-

üalensee, den 21. Uärz 1907.
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Elementare IiTeduzibilitätsuntersiuhungeii.

Von Herrn Michael Bauer iu Budapest.

In einer nnlängat encbienenen Arbeit habe ich eine einfache ideaU

theoretiaehe Deatnng der.Atu«taachen Zahlen gegeben. Ans dieaer Dentnng

folgt unter anderem aneh ein IrreduzilnUtBtMatB. Nun «oll in dieser Arbeit

der a. a. O. explizit*) angegebene Satz mit den einfachsten Mitteln, ohne

Anwendung der Idealtlieorie und unabhängig von der geometrischen An-

scliauung bewieseu werden**).

§1-

1. Wir werden die folgende Aufgabe als die PnisetuMohe bezeichnen.

Es seien

nicht negative rationale Zahlen; der Wert 7* ist eo su heatimne», daß die Rdhe

.1.) » 7; + (» - 1) 7; . . . / . -f (» -k) T,...

inindesteus zwti k/i-iiinlc Zahlen aufweisen soll.

2. Zur Lötiung dieser Aufgabe werden wir tUra erste ein eindeutiges

Verfahren angeben, durch welches die positiven ganzen Zahlen

*) Üieseü Jonroal Dd. 132, S. 2b. Für gamuihUff« Gleicbuagea erlaubt die Ideal-

tbeorie den Sita aofoit tn TenülgeineiDern; luätm man i. B. sa Stalle von « eine be>

lisbigc irreduziblc F'^riu f;»>"7 xet/.t. V^l. hiom DOch di«aM Joomsl IM. 128^ &87.
Wir wollen hierauf jetzt nicht weiter eingehen.

**) Man Tgl. dis AUundlnDg von O. Dumaa, Bar <]ue1i|ues cu d*inr6dactibillti

de» |Kily Hilmes ä rocriii icnt.s nituinncl!«. Journal <lc .Mat)i>'ina;i>|Ui's, 0. .SerWt Rd. II,

ij. 2öH, in erster Linie den §3 (.S. 212) der genannten Abhandlung.



10 Bttutr, eiemmtare firedtnibititätumtermu^tingm.

und die nicht negativen rationalen Zahlen a, tn der Weiae festgelegt werden,

dafi üe die Relationen

»Ii + Ii ... + »,— «I + o»+ ••• + ffj,

erftlllen und aufierdem noch

(«•) ;:<;'<•<?

aualltllt. Man wfthle vorent nnter den Brttehen

1

den Icleinsten aus, fUr welchen noch / müglichst groß ist So bekommt

man s. B>

und es beotehen die Relationen

^0 j>X.

woraofl

lolgt. .Mau wäblu jetzt unter den Brüchen

t

den kleinkten aoa, für welchen noch t möglichst grofi iat. So bekomrot

man a. fi.
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'•^*» »Vi.^—

und M bestehen die Belationen

(6.) --r-->?..

woruB

(6.) 'V. + .>«, + /J;

fulgt. Da iweh (B'.)

ist, ergeben »ich noch die Uelationen

*i "i "t

In der angegebenen Weise fort&hrend, verülciert man leiobt die Relationen

(1.) und (2 ).

3. Nun werden wir buwciscii kiiniicn, dal) (Ji< 11'« r^' (•2.''i '/' h"'!i>ni'i- n

dir l'Hi.t('ii.rsrh,ii An/'i/itl/r fit/rrn. Fürs erste ist jede Lüsung numerisch

nicht kleiner als . Denn ist die Zahl T eine LOsnng, m existiert ein

Index P, für welchen

HT>r,+(n-v)T

auafUUt, und ao folgt iia<:li (3.*)

Setsen wir non

Journal für lliUbeaiitiili Ud. IM. II«ft I. 8



18 Bauer, eterngn/are IrndtaiMitäUrntternKkun^

SO be»teben für die ersten Glieder der Reibe (1.) folgende Kelatiooen:

+ (" - 1) Q' + > " 1\
+ (« 1)

r,+ (n-a)(|^+ r)>«?'+(«- 2) 7',

FalU y = 0 iät, wird iu der Tabelle (1*.) da» erätv und IcUU: Element

gleich groß, die Übrigen sind onmerieeh oiobt kleiner, folglich genUgt

wiricllch der Aufgabe*). Nebneu wir T>Q an, k» nimmt in (r.) das leiste

Element den einsigen kleinsten Wert an; infolgedessen sind die LOenngen

nnserw Aufgabe, welche nvmeriseb grüfler sind als identisch mit den

Lösongen, welche die sa der Reihe

(II.)

geltürigc l'iiisinxiciiQ Autgabe besitzL W'euu mau diese iteilie uut die

unter 2. angegebene Weise behandelt, so kommt man sn den Zahlen

deren Ausabi um Eins kleiner ist, als die Ansahl der Elemente (2.). Hier-

iiiis folgt durch eine vollständige Induktion, daß die Werte (2.) tatsttchlieh

die Löanngen der behaudelten Aufgabe liefern.

§2.

1. Es sei die ganasablige Oleicbuug

(I.) + +c;=0

* Eb bt ulmlieh nach (1.) nnd (2.) noch
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gegeben*). Ks seien ferner die Ordnungen der Koeflliienten in bezog auf

die Primuhl p gleich den Zahlen**):

(I'O ''ii
•• '»I •••

Wie wir in § 1 sahen, erfüllen die Zahlen (1'.) jjewi-si l^elationcn, welche

dort als Kelationen (1.) und (2.) auftraten. Wir wollen die Zahlen

welelie die Löningen der daroh die Reihe

(3.) «7; r,-^{n-l)T,...r,+Qi-k)2\...r,

gegebenen A/wfM.rÄchen Aufgabe liefern, als Aäw'.reclie Zahlender Glcii lmng

(bzw. des Polynoms) bezeichnen. .ledeii Wert Jiber, (U-r nntneriscli gleich

einer Atwc"jschen Zahl ist, nennen wir einen y'/ast'yjschen Wert

2. Die Puiaeuxtehtn Werte de» Produktes bestehen axis der Gesamt-

heit der PuiseuxttAen Werte der Faktoren.

Ea ed da« Polynom

(4.) r + "'+",s"'^""' + - = (5" + <?,5'-' + -)(5"+C,z— ' + .-.)

gegeben, die Ordnungen der Koeffizienten sollen bzw. durch die mit Indiaea

enebenen Üachstaben beseicbnet werden. £s ist yorerat

(4*0 ^.^'•z+ Ä,.

«*•-»>

Um den Beweis an leisten^ mvB man Tersehicdene Fälle nnteiaelieiden.

8. El sei die Zahl T Ar Icdnen der Faktoren ein Aiweviaeher

Wert Infolgedessen beaitat Jede der Reihen

*y Nar dsr BaqaamUdikeit halbar tiad hi«r die KoeffisImtMi als Qrtßan das

hfltoldtB BanMies fl] ani^enommen worden.

**) bt tin Koeftizient gleich Null, so bleibt die lagehörige Ordnung einfach un-

li«flflha{ditigt; da CaMtsad^ weidMr anf dia B«hindlaaf der AiAmiu9oIi«d Avfgabe gar

kefaien ElnfloB aasfibt. Wir kSnnao ond wollan c^^^O annahm«.



20 Bauer, «trawateiv IrndunbililälaitHltrmiektiitgm,
^

(5.) »r, r,+(n-l)r,...r.;

(6*.) m r, /?,+(m- i)r, . . . Ä.

eine einzige Icleiuste Zahl. E« seien diese z. B.

r,+(n-t)T, S,+(m-l)T.

Da noch ideutiscb

ist, so fSolgt ani nmerer AnnaliiDe, daß nnter den Zahlen

die einsige numeriaeh kleinate die Zabl

iitf woran» sicli

i»J+l= »*<+ Ä/

ergibt, und «o bildet die Zabl

das einzige nmnerisob kleinste Element der Reibe

(6.) (// + m)7', .S, + («+ wi-l)7;...,S.^„.

Iiifolgudeüseii ist 7' kein r» ist-»xmhcr Wert.

4. Eü sei die Zahl T für einen der Faktoren, z. B. Ar den erftten«

ein /*Mtfeua«eber Wert Die Rdbe (5.) besitnt in diesem Falle mindesttM

zwei kleinste Zablen. Es seien nnter diesen die erste nnd die letzte die Zahlen

>,.+(«-»; 7; o+C«-;)?'.

Die Keihe (ö*.) besltst eine einzige nnmeriseb kleinste 2jabl, es soll diese

die Zahl
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«ein. Ana dieseii Primissen folgen die Keladonen

woraus man siclit. (hiß siinitliclie Zahlen der iieihe (6.) nicht kleiner aUB-

t'alleu, als die beiden einander gleichen Zahlen

Infolgedenen iat T ein PitiseuxKh&r Wert für das Produkt

5. Die Zahl T soll fttr beide Faktoren ein Pnisetucviher Wert sein. Die

Weihen (ö.). (ö*.) besitzen in diesem Falle beide mindestens zwei kleinste Zahlen.

Ks sollen die ersten und die letzten der betreäenden Zahlen die Zahlen

•ein. Infolgedeaaea beatehen die Uelationeii

aus welchen evident ist, daü »iimtliche Zahlen der Reihe (6.) nicht kleiner

ansfallen, als die beiden einander gleichen Zahlen

Folglieb iat die Zahl T ein AttMtmeher Wert dea Prodaktei, womit der

Sats bewiesen iat*).

$8.

Ans der Uebandlang der PiamaatAm Aufgabe und am dem eben

bewieaeaen Satae ersieht man sofort die Riebtigkeit dea folgenden Satiea.

Wem «He htüeuxtehen Zahlen der Gleidwng

*) Mao basdite, dall der beweis UDabbängig von § 1 iit.
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tu öezug au/ triW Primzahl änrdi dii; lieihc

a, a, Ol a,
'

geliefert werden und außerdem noch

ausfdätf so sind die Grade der irreduzMen Faldoren von der GestaiU

En ist ferner

vao die Kombinationen

nur Zahlen aus der Rahe

(.S) 1,2,...*

endutltfii, und ziccr in solcher Weife, dnß jedi Zald QS) eümal und nur ein-

mal unter den Kontljinationen (A'^ auftritt.
|

I
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Uber die Bildung des Formensystems der temären

biquadratisohen Form*).

Von Fiiulflin Emmy NotAtt in EriangM.

Ei II 1 f i 1 11 II

Mi. dem Foriueusysteni der ternären biquadratiscliL-ii Form be-

SvbäfUgeu sich Arbeiten von (wrdan, MaUunu und Pascal"). Herr Gordan

Stellt das Tollsniidige, am 64 BiMnngeii bestehende, FormeiUTstem der

spesieUen antonorplieii Fora: /ea^A^+«3^+^«i unter ZngrandelegiiDg

Kbnliclier Priti/.ipien Mf, wie er sie fOr die FormeosysteDe im binlren Gebiet

gegeben liHt.

Bei lierrn Maisaim üind tiir die ullgeiueiiie biquadratit^chc Form

die Formen bis zar 6. Ordnung "*) elnaoliließUcli aufgestellt, sowie einige

Livariaaten, KovarluHnn nnd Kootravmrisntea höherer Ordnung, nach der

von Herrn Gorduu in Band I der Math. Aiinalen für die temSre kubisohe

Form angewandten Metbode. Herr lixscai beschäftigt sieh, unter Benntzung

*) Ein kur/AT Auszug aus Kinleituu-; uixl Kapitel I i.st in den »SilMDgsber. d«r

ph)'B.«nied. Sozietät Erl.in«;en r-KtT". S. IT*! his lT(i. iM>cliioni'ii.

**) V. Gorthin, über tlat^ volle rnrnieufiyfttcui der teriiiirt'ii lu<juuilralischeii Form

/'*»j-,+jJ.r,-f-xiJx,. (Math. Annalen, Bd. XVII (18H0), S. 217—233.)
0. Mni'^iDi", 1) Sistcmi coiii|>Ieti dci iniini liiiijui- yradi ilella form« ternaria

bitjuadratica f do^l' iiivarianti, covariunti e contra\ ariaati di sosto grado. (Giorn. di

BatUigboi XIX.)

•>) Sui ciivariaiiti itidipi'iulcriti ili grado uei coeflicianti della forma bitiaidntica

ternaria. (Kond. Circ. Mat. di l'alcrinu 1, ItSÖT.)

Pascal, Contrihuto all» tooria deUa fotma ternaria biquadratica e delle sne

varie decoinposizioni in fattori. (Memoria premiata dalla It. Aceademia delle adenw
Usicho c matcmaticho di Napoli. l'.'tiö.)

***) riit«r „Ordnung" soll die IMmencion in den KoefBsienten, nnter „Grad" die

in den Variablen ventanden ««den.
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der Miii-<aiii>9,K\\t\\ UeBultiite liaupt^sächliuh mit der Frage uacb dem Zer-

fallen der biquadratiaciieii Form in Faktoren*).

Da» Ziel der folgenden UntersudUtugen tat die Aufstellung des Fomteu-

tgttema für dit altgemeine iemdre Uqaadratiaehe Form; wad suw werden in

dieser ArbeU nur die IlauptgrniuUagen gegebeUf ein »ogenamUee f^bitiif volt-

ttäikLiges Syslon"") (inf/ji-sU/lf.

Die xVrbeit schließt öirli eng an die (iurdanachr Arbeit an; docli

waren die dort nur gau2 im allgemeinen gegebenen Prinzipien erat im ein-

seinen «usnarbeiten. Hit Hilfe einen SelM» ttber den ZnenrnmeDbang der

Faltangen und durah Einflibrang der «Formenreihe" (§ 1) werden die

Reduktionssätzc scharf formuliert und vervoUstlindigt (§ 3), während die

rekurrierende Aufstellung spezieller ileilieiieiitwickUingen (§ 2) das rechne-

rtache Mittel zur wirklielien 1 )ureliflilirmi^' der Ixeduktioneii gibt.

Der ürandgedankc der SvätembiUiuiig terniirer I^'ormen ist derselbe

wie im biniren Qebiet Aa«gehend von einem ersten relntiv volktindigen

System — dem SyMem der ans dem BinKren llbernommenen Formen —

»

gelangt man tiaeli betitimmter Gesetzmäßigkeit za Systemen mit immer

höherem Modul, »olange bis da.s Synteni eines Moduls — der Modul als

Qrondform genommen — endlieli und bekannt wird, oder auch bis ein

Modal sich reduzieren lälit auf Formen, die Invarianten zum Faktor haben.

Dnreh Oberacbiebnng des relativ vollstftndigen Systems Aber das System des

Hodnls entsteht im ersten Fall das absolut voUstHndige System, während im

zweiten Fall relativ voUatändigeä und absulat vollständiges System identiseb

werden. Infolge der durch Herrn IIilh> ri allgemein bewiesenen Endüclikcit

der Formensysteme muü dies Verfahren notwendig zu einem Abschluß fuhren.

In anserm Fall wird der Modul {tthc) des ersten relativ vollMBadigen

Systems ($ 4) mrttckgefllhrt anf die Moduln ^s(a&c)*a*6^<^ und v>s{abuf

') In 'Ilm- zwoitPii knrzon Nute versucht Herr Mni-tnnii iMiie lineare Abhängijjkeit

der drei kovariaiiteu •». Uriiiiuug urui (5. (Jrade* nachzuwei.-eii. Im Gegensatz zu tlieseni

nicht ganz volUtändigsn Beweis glauljt Herr l'asi-al die lineare rnalihänjngkeit der drei

Kovarianten d. Ordnung, ebenso wie diejonii;o der drei Invarianten 9. ttrdnuni; lowio-ii'n

zu haben. DuU aber in der Tat eine lioeare Relation zwischen den drei Kov.iriuniei)

eioerseits, den drei Invarianten andererseits existiert, zeigen die Formeln (13), $ 11 und

(J'J), § 17 Aiuneikuiii;, der vorliegenden Arlieit, wo diese Relationen explizit gc2cl>eii >in<l.

Nach einer .MittoiIuii>{ de» (lerro l'usial erkUirtsich der \Vidor<i|iru(-h durch einen nuineriaclic-n

Fehler im Aufdruck seiner Kontravariante p (hier Q gVMnnt) 8. 46 MlSSr Abbsadluug*
**) Für die Uezeiobouog vgl. § 3«.
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5), und »odann das relativ vollständige System mod > irefunden (§ 6). l)iese

Resnlttite sind sdioti in der (/'•ly/nuM-hcu Arbeit für die ullj^emrine bif|na-

dratischc i:< oru gegeben; unsere Art der Ableitung lälit sieb jedocb leichter

raf Formell bBhereo GradeB Obertngeii.

AI» Rmbe der Uodaln wSblen wir nun die Formen 7):

Bei der Bildung des relativ vollständigen Systems mod - werden

Kwei im System auftretende 4uadratiüclie Formen, ti'^ and ll^ als Moduln

adjnngiert (§ 9 und 10) und demzufolge da« relativ ToUatSndige System

mod gebildet; ea wird aodann gäseigt (§ 17), dafi der Modul

rednsibel ist auf die Modaln p and f. Dadurcb gebt das näclistbidiere

System Uber in ein relativ TolUtSndiges System mod ((<, 0- '^'^

simattanc System zweier quadratischen Formen endlich und bekannt ist, im

allgemeinen Fall aas 20 Bildungen besteht";, ist mit der Aufstellung des re-

lativ vollfltltndigen Systems mod (p,^ der oben gekennseiehnete Abeeblnfi

erreidrt. Die Obersebidnnig dieaea Syatema ttber daa System von (p,<) zur

Bildung dea absolut vollständigen Systems bleibt vorbehalten.

Als relativ vollständiges System rnod ({>,t) werden Bildungen

gefanden, die in der beigefügten Tabelle nach ihrem Grad in den Variablen

* ond n geordnet tSnä.

Zum Sehlufigeben wir noeb eineÜberaicbtllberdie eingeführten Symbole:

j=.c=„W.K --
O'fx)' "i '>i<i, A'= A': - (" ,

*) Vgl. CUitch-Lituiemann, VorlesUDgen über Geomotri«. (Bd. I, S. 268 fr.).

System swsisr kogredimtsr Fonnso.

Gonlan, Über ßü-i( (io1 von KegebcboittSD. (Math. Aas. Bd. XIX. 8.680).

System zweier kontragrediontvr Türmen.

Jeumal flr MatleoMtfk Bd. 184. Heft I. 4
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Kapitol L Allgemeine Sätze über toruiire Formen.

§ 1. Feätungtpros^, Formenreihen.

Der GmudproseB mr Brzeugung von Forneii iat der Faltimgtprozeß,

der aioh im temMren GeUet folgendemuUteii definieren UüSt Gegeben lei

ein symboliBebea Produkt:

Ersetzt man die Faktorenpaare

"a"f oder 0,11, oder

bcir. dnreb

(stu) (UTdr) t, oder t, oder

Faltung I II III IV,

80 «iod die eotstebenden Fonneo dareb Faltnog ana der areprllnglicben

hervorgegangen*).

DabM läflt aioh der Anedrndc i/Sl^Ku', entweder als wirkliehea

Prodokt zweier Formen N 7' auffassen, oder auch als einzige Form mit

mehreren IJeibcn von Syinliolen: •CC"""' = ''7^""f
^

'• ersten Fall

sprechen wir von der l'altung der Form N mit T, im zweiten Fall von

der „Faltnng der Form ji in sieb". Der Kürze halber nehmen wir im

folgenden immer an (waa in der Tat bei allen apAter an betrachtenden

Formen der Fall ist)

(•)

für beliebiges von 0 versebiedenes 2 and x und vereinigt mit beliebigen

anderen Faltaogeu. Es sagt di« s aus. daß die Foim ^i f'ttSti^ eine soge-

nannte „Normalform" ist, d. Ii. I)t-i Anwendung des Ii- Prozesses, sowohl

nach den Variablen .r und wie iiaoh den Variablen y und r, verschwindet.

*) Gm-dau, Math. Aooalea Ud. XVII S. 219.
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Die Bedingung (a) stellt »lio keine EinaehiiUikung dar, sondern läfit sich

stets erreichen*).

Für den Za^ammenhaug der einzelnen Faltungen gilt nun fulgeu-

der Sils:

Sats 1. Dw Faltungen l und II wut OrmdfalUmgen, am denen eiek^

umAkemgiff von der Rgiheafoige der Zruammeneetatng, die FaUungen III

und IV znsdinmensftze» lassfii. In und'-ri-K Worten: Um afff cir.^ <inem

gegefi'-iieii Ausdnuk ilnnh Fa/tti/Kj >i((stehenden Formen zti (nldeuy hat man

nftr dit: Faltuuy I niul 11 iniziiwi'iidfii.

Beweis: Xach dem Identitütesatz, bzw. Produktaatz für .Matrizen, folgt

unter Berücksichtigung von (a):

(#?<Tr)=— (or/»»{)= — *,

,

(««) («tä) M,.«,

Durch Zusammensetzung von Faltung I und II entstehen also Fal-

tung III und IV, und zwar ebenso bei Anwendung von Faltung II auf

Faltung I, d.h. auf die Faktoren (</'0'",, ",. wie bei Anwendung von

Faltung I auf Faltung II, aiit (iir Faktoren {n ' x) sj^.

Als Formenreihe**) definieren wir eine Aufangätorm mit allen durch

Faltung in «ioli aM dteaer kerrorgegaDgeneii Formen nnd beEdidmeii die

Formenreihe durch die Anflngafom. Als «höhere Form" soll hierbei jede

Form mit mehr Faltong in rieb gelten, während unter den gleichberechtigten

Faltungen .f, und eine ah hi'tlier normiert werden maß. Nach dem Bil-

dungsgeaetz der Formenreihe folgt:

1) Jede Form der Formenreihe iat linear in den Symbolen der

Anfugeform.

•) Vul. Gorda>,, Math. Annalen Bd. V S. 101

**) Vgl. C'leMi, Über eiae Fundamentalaufgalje der luvariantentheorie (Abh. der

OStt Ges. d. Wiss. Bd. XTIT): § 17 nad § 16 SehlnO. Die ,Formaiinihe' nntanelMldrt

!>icli Ton dem dort rir>$;rl'nhrtpn .cif^ontHch rndujdmtMi SqaivslMiten Syitem" dnreh das

Prinsip der Anordnung nach höheren tonnen.

4*
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2) Die Formenreilie ist bei Anfanf^sforrneii mit je «wei l'eilieii kontra-

gredimiter Symbole eindeutig bestimuit; bei Aiitangsformen mit mehr iSymbol-

nlSken nt «ie eiudeotig zu iiormiereu durch Auszeichnaog spezieUer onter

den durch den IdentitltMats verbundenen Faltungen.

Naeh Sats L läflt sieb eine Fonn«ireibtt «;(fn>N; nacb

folgendem reobteekigen Scbema anordnen:

(or.r)

(atx)'

(sttt)

/:(oT.0'-\ .;(«r.r)'-'

Man erhält hier, wenn man

1) uro eine Kolonne nach recht» fort.sc1ireitet, alle durch Faltung 1

aus den iicbfiistelicndeii Formen (iitstcliciidoii Fornu-n,

2) um eine Zeile nach unten turtachreitet, alle durch Faltung II aus

den obenatebenden Formen eatatoboiden Formen,

und aomit alle durch Faltang entatefaenden Formen.

l 'ine beliebige Form der Gesamtfonnenreihe: (slu)" oder (orxy

bildet den Aiifanj^f einer neuen Formenreihe, die aus all denjenigen Formen

des reeliteckigen Schemaa mit der Form tl,s\(s(iiy' «der t^s\(aTxy als

linkem oberem Eckpunkt besteht, die d«u Faktor Z^^', haben.

Nachbemerkung. Eine Ananahme erleidet Satz I in dem Fall, wo

die Zahlen n und ft (bzw. »> und f) gleich Noll werden, Faltung I, II und IV

also nicht mehr existieren, wohl aber Faltnng III (bzw. IV). Als Formen»

reihe bezeichnen wir in diesem Fall das Diagonalglied des Schemas:

•) IliiT, und iiiiiilicli im f'ijl>;eiiilon. ht der mit l'OzeichDete untm >tfliemlo

Teil an die ebeiuu l>exeicliuc(« recht« oben beliodliche ätelle d«8 Schematj anzusetzen.
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In Obereimtimmiiog mit dem Pehlen von Fnltang I- and II redozieit

«eh in diesem Fnll die KeibenentwieitlitBg nach Polaren der Formenreihe

stets auf das An&ngaglied; es gelten aber die Sitae Uber Bednaenten.

§ 2. ReilienentwickhtngeH nach Maren der Formcurrilu*).

Für Formen mit » Variablen »iiid zwd Arten von Reiheneiitwiuk-

longeu explidt anfgestellt**):

1) lllr Fermen mit je einer Reihe kotrttagredtei^ Variablen:

«;te; eine nach Potenzen von forlsehrdlende Reihe, deren KoefB^ten
•Normalformen " sind;

2) für Formen mit zwei Reihen kogrcdicnter VariabUin

eine Entwictclnng nach Polaren der Elementarkovarlanten (Polaren der

Formenreihe die temXr folgendermaßen lantet:

Od)
' V « J

Wir kombinieren beide EhitwieklungODf indem wir für Formen mit je swei

Reihen koiitragredienter Variablen:

*) Vgl. .S<tt//y, Mothudon sur Thoorio der teruärea Formen (Teubner l^Ki) II. § 7.

Unure Ableitung gibt im UnterMhied von der dortigen di« Methode zur ranclieu rech-

nerischen KestimmoDg der namerii<cheQ Koeffiiientea f^r»» Die QtMk-Stuifgtth» Est-

Wicklung würde bti Sposialisiening a^i'j lant«n:

(.««)^«r-i^;i;^-i(<iir)»-.ix;,j.r(''»>*'-'] ^J»-r+,••-^ «*,(ir«

läUt albu nicht die Vereinfachung su, dt« bei unaerer Entwicklung itchon im Liufe der

Rechnung eintritt, wenn man weifi, daß alle Glieder mit dem Faktor aonulanen mihL
**) Gordan, Cber Kembinanten. $ 2 und & (Math. Ann. IM. V}.
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Kntwicklnnpcii nach Potenzen von antstellcn, deron Koeffizienten ' zu-

aammengtiäetzte i'ularen der Formenreihe s'^C^n'^u'^ sind, genommen nach

den Variablen x und n.

Es geiVgt, die Keihe fbr je zwei kontragredienle Symbol- (bmr.

Variablen-) reiben aafznsteUen, da. sich durch Zoiammenfassen von je swei

Symbol- (Variablen-) reihen zu einrr einzigen neuen Heihe Formen mit mehr

Symbol- (Variablen-) reilu ii auf diesen Fall ziuUekflilireii lassen.

üm zu erreichen, daU alle Formen der Formenreihe nur je zwei

Symbol- biw. Variablenreihen enthalten, spesialiaieren wir:

a) tk) jf^m^

b) «asOT, b*) Vas^

und fUliren die Entwic-klunp; fiir die Spezialisierung a), a') dnreh.

Durch direkte 1 bertragung der Kntwieklung I erhält man zu-

sammengesetzte Polaren filr Formen (>"'")"•'» während ftlr Formen

(stuYüi~'v;^q-*l^ anstatt sosammengesetater Polaren Glieder solober ent-

stehen, deren Anawortang die Binftthrnng immer neuer, erat am Schlnsse

gleichmsetsender Ililfsvariablen nOtig maobt, wodurch die Reehnnng nn-

nölig kompliziert wird.

Wir acblagen deshalb einen indirekten Weg ein, indem wir die zu-

sammengeaetiten Polaren aller Formen der Formenreihe, also Auadrflcke

V
darstellen dnrch die Anfangeglieder dieser Polaren nnd dnreh Umkehrung

des entstehenden reknrrierenden Gleiehnngsaystema die gewOnsehle Ent-

wieldnng nach Polaren erhalten.

Nach dem Obertragungsprinzip gilt filr die /-tc Polare einer Form

<;C:['!rcy (i<») folgende Entwicklang*) (der Fall i>n ffihrt darch

die Eatwieklung von auf den ersten auHek):

*) norddii, Dio Kmltant« binirar Fora« (Ksp> 1, §&). Reod. (In. Mst di

Pstenno XXIL vm.
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[«C]y. -fC-iy^;^-««»»)'«-'«-'«!-'

und eutipreoheiid Ar die ar^te Polare yon i^<:[M;ti;]r*

Darob MaltiplikatioD folgt, uoter EiuflUiriiiig von Spesialisieniog ») and a')

K <;(>^0" «n -(«(.im')' CÄ/TMi')''«7"'C"'' C'''fy"''(*"0""'' <"•»';"'

and daraus, durcli Eutwicklung nach Poteuzen von n, unter Auüzeicbnang

des ersten Gliedes bcdentet, daü das Glied r r= 0, (<^ 0 anszulasaen ist)

and Bertlcksichtigang von (a) S. 26

(n.)
l

für A<C

«

'•»'v—V '^q:«^ •

^„ ,

,^

1111(1 fiitspredifud ftlr die übrigen Zusamraenstclinngen der Zahlen i, «; x^v.

Utr Ausdruck ('"')' (>/")""!"''"' ist a'^*' zurückgeführt aaf eine xa>

sammengesetzte Pulare, und, unter Anwendung der Identität

(* tv) w,

—

(stu) — *, (<MP),

Hilf eine Summe WO analog gebildeten Aaadrflckenf die hObereu Formen

der Formenreibe entaprecben.
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Durch Iteration gelaugt man la der Entwicklangt

(III.) ir^tHvy (stuyw,-- 1.- =
• c -i^-, (*'«)^"''"'l;;/-'-r w-'*"-!';-".

Die numerischen Koeffizienten ( beredumi rieh eindeutig und rekurrierend

ane den Koefftrienten c,,«
''rt direh Iteration von (II.) entatehenden Olei-

<:hungs8} stems (vgl. das Beispiel S. 42). Analoge Entwicklungen ergeben

Mch bei den Übrigen Spezialiaierungen.

§ 3. IteänJitUßHMtTise.

Die bekannten Slttze Ober die Reduktion von Formen und Formen-

.

Systemen sollen nnn mit den Para^raplieii 1 und 2 in Znsammenliang ge-

bi a( tit werden, woxn einige »os der Theorie der biniren Formen Uber-

nomuicne DetinitioiK'ii imti^; sind.

a) Wir bezeichnen als nliitf voUstäiulifjes Si/sti-m moduio einer vor-

gegebenen Keibe von Formen, ein System von Formen von der Gigenschaft,

dafl alle dareh Faltung eines beliebigen Produktaa dieser Formen ent-

stehenden Bildungen rieb aaadrBeken lassen als ganze rationale Funktionen

der Formen des Systems, bis auf ein additives Glied von Au8driicken, die

durch Faltnng der Systemforraen mit dem System des Moduls entstanden sind*).

b) Wir nennen eine Form dann mA/://»/, wenn sie sieh ausdrücken

läüt durch Formen, die Invarianten zum Faktor haben oder durch „höhere

Formen"; d. h. durch hölieiw Formen der Oesamtformenreihe, dar die Form

angehört, oder durch Formen, die die Symbole des Moduls in hOherv

Ordnung enthalten.

Die Sätze Uber lieduzentcn**) lassen sich nun in ihrer allgemeinsten

Form in folgender Weise aussprechen:

Definition: Eüi Üedusent üt eine ndmible Formeweihe,

Satz II. f.it (fi<; Anfangsform einer Forme/mihi- rednzibd «Utdttreht

(faß eans i/tnr (ilirdrr (hinh Fuffniig )ni( i'hinn H'-ditziiittn h'^rrnrijetjuntfen

iit (einen lieiluzetüen zum Faktijr kat)^ und ist die ^cldnßfonn der Formen-

*) G«fd«»'KintktiHltdMr, VM^UBgwt fiber InvariantentliMHrie. Bd. II. S. 227.

••) Gotvbm, Math. Aonalao Bd. WII. S. 232.
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rfihp ttii.i flie» fh'f.sem Glied durch Faltung tmUstandtn^ *o ist die Gesamt-

formenrcihr rviliizihil*\

beweis: Die Formenreilie entsteht an» dem Anfangaglied durch

Faltniig in sich, «too durah höhere Faltnng mit dem Beduenten eineneitB,

durch Faltnog de» Redmenteii in «ich uidereneit«. In beiden Etilen lanen

sich, nach § 2, alle Formen d« Formenreihc darstellen als Polaren (Über-

SchieboDgen) Uber die Formenreihe de« lleduzenten.

Der Schluß von der Anfanggform auf die (jcaamtformcnreihe hat

nicht mehr statt bei den übrigen Reduktionsmcthoden. Ks sind dies

1) die sogenannte ^doppelte Bedukion',

Wir Verstslien darunter die Reduktion eines Auadraeks, der swei

oneihander nnabhKngige llednzenten zum Faktor Imt^ auf doppelte Art,

wodurch Relationen zwischen den höheren Formen entstehen, auf die redu-

ziert wurde.

Dureh systematische Anwendung der »doppelten Reduktion* muA
man einerseits alle Relationen erhalten**), andrersdts hat man, wenn die

„doppelte Redaktion", auf versi^hiedcnc Ausdrucke angewandt, keine neuen

Kclutioiicii liefert, sowohl ein Kriterium für die Unabhängigkeit der höheren

Formen wie eine Kontrolle der Rechnung.

• 2) taltKiifj mit zerfdlli-itden Fonxtn.

Unter „zerfallenden Formen" sollen — mit geringer Verallgemei-

nerung des gebrftnohliehen BegrHb — Formen ventanden werden, die sieh

«nsdridcen lassen durch Produkte von Formen niedrigeren Grade« and durch

«höhere" Formen. Produkte von Formen gehen bd einmaliger Faltung

*) Die VaninfBchnng, die dordi Ssls II «intritt, UM tUk an folgendem BeiapM

zi'ipfin: Für die spezielle Form jr, +xj ist alalu', Itediizcnt. DnratiH

folgt nach batz II die KodoktioD der Formenreiho 0r(,ifi'^)Oiu»ul=al{alm) — a,lt^alm),

da Ol-=ii1 b'/^iihuy aas dem filied a;(af'ii) ilurrli Faltnng ontitiiiidMi. Rfli Oordah, a.a.CI.

H. wirtl hiugcgon die Reduktion dfr l'nnneii

einzeln darohgefSlirt.

*') So wurden lioi''|iiel-'wcisc durch „doppsIlA Rodaktinn" gefunden: die Redoktkkn

der Form (§ 10), «lor cin/.ißoii bei Miiimm iilierflOiMii; ins System aufgenommenen

Form; sodann <iie in der Anmerkung xur Kinleitung erwähnten Kelat^uncn zwiiM-hen den

8 Kovaiiaaten nad den S Invarianten.

Jemul fir NalkMMlik Bd. U4. VeA I. 6
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in Produkte Uber; ebenso Prodakte von iiichlliuaiicu Fortne.ii bei zwei-

malige Fdtnng bei deo Specblbieningeii tf) und b') (§ 2) naeh dem

ProdnktntB:

'V «* i «i • *i+ § ''J
• «i- 1 (« ^ y^y-

Ente Polaren (ObeneUebongcn) und gewiM« swehe Polaren MrfiJlender

Formen und atw wieder aerlkllende Formen. Es folgt:

Ein durch einmalige Qy/.\\. /woinialige) Faltung mit einer zerfallenden

Form entstandciu's fiiio/ einer »iiimaligeii (zwcinialigfen) überschiebnng

über eine zerfallt tulci l'orm wird selbst eine zerfallende Form:

a) wenn die nuchathoheren Formen in der Formenreihe der zer-

fidleadea Form zerfitllen oder rednaibel werden, oder aiicb wenn bei dn-

maliger Faltnng die Specialiderangen y^uo oder esj^ eintrelen;

b) wenn die Übrigen tinmalfgeo Faltungen auf Mhere Formen ftthren

(gl. § 12, Ii. II, und njiki]x)).

Ein solches Glied einer rberachiebung kann auch zerfallen:

c) wenn die Übrigen einmaligen Faltungen auf niedrigere Formen

fuhren, die unabhängig von der Faltung mit der zerfallenden Form zer-

fidlen, d. h. «idi anadrlloken laaaen doreh Prodnkt» und doreb die m
redoderende Form, wobei man deb ab«r jeweUa «tat dnreb Recbnong ttbero

zeugen mufi, daß der numerische Koeffizient des betrefTcnden Gliedes nicht

identisch verschwindet Es ist dies nichts weiter als „doppelte Reduktion''

der niederen Form (vgl. § 23,C'. //, (Ö/i»)

Zerfallende Formen entstehen doreh alle einmaligen Faltungen mit

Fnnktionatindetermanten*), außerdem dnroh gewisse btthere Faltungen. Bs wird

Analoge Formeln gelten fttr die dualistischen Formen

((7 r >•«)(•„ und («»r(/)i^.

*) vgl. Gonian, 8. a. O. § 3.
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Nacti den Sätz«a dieMS Pwagraplieu ergibt sieh für die Aofttteliung aller

irreduziblAD Formen, die ans der Faltnng von iS mit T entstehen, folgende

Kegel:

Mau gehe, bei den niedrigsten Faltungen beginueiul, aui buliubigcm,

vorher festgelegtem Wege (z. cellenweiae oder qrmmetriieh com IHagonnl-

glied) w weit in der Bildang der Formenrdhe ST yomn, bis m«n nn eine

Form gelangt, die einen Uedazcnten z\m Faktor hat. Die durch diese

Form definierte Formenreihe ist auszulassen, sobald die Sellin tlfnrni die in

Satz II aufgestellte Bedingung erfüllt. Nach Aussdieidung ulk-r reiiti/.ibleii

Formeoreihen sind darch Anwendung der doppelten Keduktiun alle Übrigen

redniblen, ebniso alle aerfeUenden Formen ta entfernen. Stellen der Qe*

flamtformenreihe, die durch nnabhlngig voneinander redonble Fonsenrdhen

doppelt uberdedU lind, geben Aalafi aar Redaktion von höheren Formen

Wir bcscliräiikcii uns im folgenden auf die biquadratiselie Form, mit

Ausnahme des ersten äatzes. Doch laaseu sieh, bei passeuder Wahl der

Moduln, die Resultate der §| 6 und 6 leieht avf Formen höheren Grades

ttbertragen, ebenso wie sie Ittr die InthiBoln Form gdtea*).

Man erhält ein erstes relativ vollitündigea System für Formen lie-

liebigen Grades nach dem beluuinten Satae:

*) Für dk knlnagba Föns laotan die flatqtffeciiaBdoD, nnalog ahgcleitcton FormclB:

(vgl. 5 n,

o
(I.)
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Satz III. Die aus dem binaren Gebiet übermvxmenen Formen, d. h.

düj'iiitjcn Formen, die ii>i< rhu Si/stitufonnen der infsjirecficiiflin ImtiTreH

Form Hin Ii d, iu dth^chsclun I lii rlrmjuiKjiijtriHilp durch liünderaiuj ent-

skhcti, hildfii ein rditllv volUtä'tuiiyes System mod (abc).

' Beweis: Einer binlren Relution, die ainugt, daS die Formen </ti*.*U!

ein vollatlndiges System mner binären Qmndform Inlden:

entoprielit dnrcb Kiiiideruug die temSre Itelatioii:

Die« ist aber die I)ciiiiitioi)»gkic}iuiig für ein relativ vulltstiiiidigeB System

mod ''"'"). Kilr ^ic liitjiuulratisclie i<\irin besteht das System der Uber*

nommencn Formen aus folgenden Formen:

unter denen die vier ersten ein relativ voUstiüidiges System mod ((a&c), v)

Uldeo.

§ 5. Zurüdifältrung des Module (abc) auf die Modubi 4 und v.

Der nur durch einen Khimmei-faktor gegebene Modul (a&c) ist in

Übereinstimmung mit der D^nitiou (§ 3,a) auf Formen des Systems sartlck-

ala,u,= \a^u, = \S'U^. (2.)
a • '3

(3-)

Reihe der Moduln: (jabr); J; «; t (das System des Moduls ( besteht ti» der einzigen

Form <).

*) Oerdan-JKarmAmuleiHer^ a. a. Q, 8. 1S4.
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mftlbreii. In anderen Worten: die Fonnennihe (abc) iat eindeatig n
normieren (vgl. § 1).

E» wird sich zeigen, daß die Formen:

als Modul genügen, d. h. daß die Formen

die Fornienreilic (nhc) definieren.

In der Formeureihe a, felilt die Form al nach der Identität:

Zar ZnrOekfDbmng eines Moduls anf einra hSberen haben wir naeh

der Definitira die allgemeinsten Faltungen oder auch alle, spenelleo in Be-

trecht kommenden Faltungen mit dem Modul auf Faltongen mit dem

bVhmen Modul zurlickzufllliren.

Die allgemeiuateu Faltungen eutatelieu in uuaerm Fall aus den

Auadriloken:

(abc)€^l^c*,t (abc)alblc',a^bgC,

(um den kobiseben Formen flbemommmi),

(abc)a,b,c,alblcl

(ms den qnadntisehen Fecmen flbeniommeo) ud duteb. Polarisation dieser

Ausdrucke.

Zur Bereclnung dieser Ausdrucke durch die Polaren von J und der

Forna-iireilie <r,
, bzw. deren Anfangsglieder, schlagen wir, wie in § 2, den

iuiltrekten Weg ein. Wir entwickeln die Polareuglieder

.{abeye^bli?,, a,(pxy)(i^ys)(vxx)ß,a,a^A(abeXbeefXbt^^

ab Uneoie Aggregate vo« Ansdrleim mit dem ^ymbolisehen Faktor (abc)

nnd^ eifaalten dnrcb Umkebmng des Qleiobinigsfq^itn» die |;es«ebtan Be-

lattonen, sowie eine Relation iwisehen den naeh .vewebiedeneik Komliinap
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tionen der Varmblcn genommenen Polaren. Zur Aiuwettmg diflot dar

Identitäteaatz und der Prüiluktsatz fUr Determinanten.

Das GleichoogssyStern lautet für ("'/'O '^/^''*:

-4 ^(a6e) <i.«r«• ^» ^« «^t

3) (yxy) (ryz) {yzz)a,a,a^

-

2 S(abc)a,a,a,bibj,cic,^

Daraus folgt fUr {(ibc)albl(i^nud durch analuge Kecbuung fUr

((//>() f. «^A]c*:

(IV.) 0' *c) «i ia, 6, c,= i (flbcya',b, b,t;v, • {xyi) +^ (/, (»'xy)(i'^::)(»'jx) «i

Wir haben somit ein relativ vollständiges Syvtem mod {,J%y) ediaUea, be-

stehend aas den vier Formen: f^O,KJ,

El folgt danws: Alle nicht ans dem binären Gebiet Ubernommeneii

ObendhiebongeD T<n / Iber 0, ebenso wie die ini BielreD nf (aVf redn-

lible ObenoUebng lasseo lidi audrtteken dnrch Symbole ^ und r.

Anfanm^iad aoMaheiidi SanuM Iber drei filisder. IK« fflsiabangeo galtas «Oieb «insala

Ar |«l«« GUmI dsr Ssans.
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Wir erhalten die für das Folgende grundlegenden Iledaktionsformeln,

darch Spezialiaierung von Entwicklung IV, oder kürzer durch direkte

R«chnang (VertanBohen der Symbole), fUr af((tOu)\ al(tißu)\ (<iOiiy nach

folgendem Annts:

=(aAc)(Actt)(Ä6«)'~ g (oAc) (Acii) |(4c«) a,~ «. • {iibc)\\

aliaeii)' = (fibcy (aiii)'-
J
(abcy {(bcu) a,- u,'{obc)\

»

für Q,o.,yy. ('W^<0"J*i-|«*('>2/-Oö;+i(»'j^^)S

(1.)

Wir nehmen daza die ebenfalU ans der iiedoktion des ModaU (tibc) eiit-

tandene Fonnel:

<^a,«,» f ******

.1«.« den F'irnirlit (1.) (2.) und den fTir dir fim ndfimn r iinnhig

gebildeten Formeln leiten sich alle sjn'iterrn Rrdnk-tionsfinnr/u dorch Fotnri-

sation ab, ausgenommen die Uelatiunen für die zerfallenden Formen. Aus

den Formeln (1.) sehen wir;

*) QordttH-Kerm-hetuUmer, a. a. 0. S. 92.



Es fuhrt die Formeureihe: Ug^aOuy aal Symbole r allein,

auf Symbole ä und

{aOitf auf Symbole j und »',

(atfu)' bei FaUnng I auf Symbole j and i»,

(«tf»)* bei Faltnng II aaf Symbole J W[A v.

Wir können also ersetzen:

1) med (//, I') : Faltungen mit j durch entsprechende mit (^oOu)'

oder (iiOuy;

2) mod (i') : Faltungen mit J durch entoprechende mit c» oder a»((iOu)

oder aneb dnrcb spesidle mit (rrtfu)' (die nur ni einmaliger

Faltong I fllbren). .

Ee wird insbesondere:

(fftfti)'v^sl(^ifv)Pnodi', («^»OC"*»')''*»'»— - Jc^'*")' nodi',

(fi ö «)' ^- ^ // r)' mod K

§ 6. Zurückfüiwung des Moduls (J, v) auf den Modul (y).

IMe Bedoktionsfonneln des ledtan Pacagrapben geben nna das Mittel,

direkt das relativ voIUtBndige System mod v airitastellen; wir werden sehen,

daß wir dem System der Uberitnmmenen Formen nur die Formen / and

\
~ X beizufügen haben (analog wie bei der kabiacheu Form und Uber-

haupt allgemein gUltig).

Wir betraebten aar RednktioD des Ifodnls J alle speideUen in Be-

traebt kommenden Faltongen, d. b. die Faltungen des relativ yollitindigen

Systems mod (J, v) mit dem System von /, und geben aun von den in

den Koeffizienten niedrigsten Formen, den Faltungen von / mit J.
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Znr Reduktion der Formen (nJuy^ ln.iuy, (aJit)* ersetzen wir nach

§ ö <1ie Symbole / diircli niedrigere Formen der Formenreihe, d. h. irir entr

wickeln die Ausdrücke

1) nach Polaren der Fornienrcihe ^r, (Symbole ./ und r),

2) nach Polaren der Formenrcilie /^„(Äflf)' (Symbole y)

and erhalten die Redttktion«formeln- (Becbnong aiebe unten):

(3.) b) /»y =-^(i>,(^i>^).

e) i«iü^=f>J-iV'-6«--^'+^«'-^

(Zs den i^dobea Retvltalen fllbrt nieb die doppelte Redoktion der Am-
draeke ä*,(bauy, 4(50»^, o*»(/r0M)'(6«»)> und ai(a0u)(b$uy naoh Elimi-

nation von n^).

Aus den Formt-ln 3.) folgt, dafi {aJuy Redüzent ist in bezug auf

den Modul r. Daraus ergibt sich:

1) DieRednktiondeeSyitennton^: DieFonnenrnkel /J '/ysdU"'^'')*

liat den Bednaoitai (aJuy «m Faktor.

2) Di« Bedaktion dea dnrek Faltung mit dem Modnl J eatMandenen

Syatems:

Die Formenreibe (OJ»)' hat den Kcdii/.cnten («J«)' zum Faktor.

Für die Formen (ßJtt) und ergibt sich:

(«r^«)* (ab u)->(0^w) -»«• /»),

(flJv)(flJb)~-\j,+lu,'dS,

Aus dem Rednzenten (0Ju) folgt aber die Reduktion dea durch

Faltung mit dem Modnl / entHtehenden Systeme.

Jounul Kr MftUiMikUk Bd. 184. Heft I. 6
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Dm relativ voUatttodige System mod v beatebt aUo mm den «echt

Formen:

/, K, 4, N.

Als Beispiel zur Reilicnentwicklnng in § 2 geben wir die Ableitung

der Formel (3.)a auätuhrliuli, bei späteren liechnuugeu 60\l direkt die

Scblofiformel III aufgestellt werden. (Polaren veracbwindender Formen

rind aebon wtthrend der Bechnimg tit^gelaaaen; die ente Zelte gibt die

nach Entirieicinng II eingetragenen Werte, die Zelle die, mit der

letaten Glelebnngdes Systems beginnend, rekurrierend geftindenen Sehlnllwerte.)

Ba folgt nach Entwicklung II:

aMMuy = [f*]^^ + \"3 Q'O'i) {bOu)- V, ' na {ad/,) (6« «)j

3) m=2. n = a. /(»l. x^2.
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4) fn»l. fia2. A=0. /i«2.

5) i»-L n«2, A= 0. ^-2. y=l. «=2. (*»').

7) «1= 2. « = 4. i=2. fi = v=x=0. (Nach Elitwicklung I).

8) ttaS. 1*1. ft = l. v»-0. (Entwicklang I).

9) msl. nsS. 2»!. r.O. (Entwicklung I).
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Aus 1) ond 4) folgt:

(aJ «)'= - + ^
/• "l + 5 • "l *r - I) "l • "r - 12 ' * • /*•

(2Sar UmrecbDoog in Symbole 0 vgl. § 8 und 9.)

Formel (3.)a Ue0e rieh noch kllner dnreli direkte Obertngung von

Entwicklung I unter Einflihrang der Hilfinrariablen w=xitb berechnen,

während schon l>ci Formel und (3.)c der von hiih eingcsclilagene Weg
der einfacliciT wird; bei (3.)h weiß nun» im voraus, iiadi § !), daü alle

Glieder mit dem Faktor auäzutaäaeu sind. Mau erhält zur lierechniiug

von (3.)b and (3.)c:

(3.)c) 1) =
J ("./"r + öK(<'ö//)']^6+,^K(«««)'J^

Naohberoerkunf: Analog bereebnen rieb die nach § 6 redtixiblen

Oberscbiebnngeii von f Aber j. Es wird

(4.)
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(4.)

Aus (3.) und (4.) folgt, durch I lK'rtra{;uiii,' uns licni Itiniiicii (Abiet,

(ff 0' »y }^j.f moi y'). Die übrij^en Fortucn der FormtMireilie {00' 11)' and

die Form 0^ sind redtuibel auf Symbole y. Wir können «Im ersetsen:

Dod y: Faltungen mit f-j AwNÜä «itqtndnale ntt (ß9uy.

Eb wird ferner:

(.<> 5 .1)'=
^ f.J. 0g,i^»'x)=z-N,

Kiqiiitel III. Dm relaitiv vollstXndtsc Systeiu luüd («, <).

§ 7. Überblick über die Bildung des Sjfttem».

Um von dem relativ vollständigen System mod > zu den relativ

vollständigen System mit nächstbüberem Modul überzugeben, bat man nach

der Definition § 3 das System von r iu bczug auf diesen höheren Modul

M bilden ud mit den Pomien des ralativ Tollailiidigen Syitoms mod p

n Mt«n. Nun aber steht «^»14 als Kontravariante 4. Grades der Form /
dualistisch gegenüber. Betrachten wir daher r als Grundform, ao erhalten

wir ein relativ vollst.-iiidi^'rs System von sechs Formen mod »'('')= (i'»'iJ)'= !

Wir liabeii aLs i zur Bildang des relativ vollständigen Systeme mod s

(System III) zu Uberiscliicbcn

Sjntem I: /, tf, K^j^J^N Ober

System U: r, H^(yv,xyuln\, L^{rn*)Hi<^v g^i^fß^Hl, ««//J«»»;,

Eä wird sich zeigen (Formel (13.)), daß die Form g reduzibel ist, dafi

also System II nur aus fUnf Formen besteht

*) (hrdm^SmvAmuteiiitr^ a. e. U. 8. 181.
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Im Lanfe der Rechnang werden die quadratiselien Fonnen

ftUHodaln adjangicrt, aodaO man ein rulutiv volUtätidigeä System iiiod (>.(>, 0
erhält ; und swar soll der Modul 1) als höherer Modal ak der Modal«

gelten.

Die Anordnung der einzelnen Furmen soll nach der Ordnung iu deu

KoeCBzienten erfolgen.

Wir nonniereD die Paltang

hüber als die Faltuug

Dadurch ist nacli § 1 uiitl § 3b die Ueibcufulge der eiiizelueii Foimeu

gleicher Ordnung eindeutig beütinimt.

Die BQdong der Formen gleieher Ordnong wird tebellorisch dnrok-

gefllbrt:

I. ÄDgabe, welche Formen von System I und II mitefaiander SO

fiütcn sind, um diu bestinimti' Ordnung iu den Koeffizienten zu erzielen.

II. Aufstellung der irreduziblen Formeu nach dem Schema der

Formenreihe.

III. Redoktimi der rednmblen oder aerfallenden Pormenrellien oder

Formen, d. b. derjenigen Stellen, wo die Oeumtformenreilie abbrlolity nnd

dadurch der Nachweis, daB alle irredoaiblen Bildangen mit den angegebenen

erachöpft sind.

IV. Folgerungen, und zwar 1) Angabe neu entstandener Keduzenten,

2) Angabe derjenigen Formen, die nicht in Produkten mit Formen dos

gleioben Syatems in Faltnng mit Fonnen dea andern Syatemi eingeben.

Es wird rieb seigen, daß* nur anftnatea:

1) Faltongen von Je einer Form von System I mit einer Form von

System II.

2) Faltungen von Potenzen von ö, bzw. //. oder von zwei Formen

des einen Systems mit je einer Form des zweiten äyatcius.
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Wir werden folgendes Schema zur Paltnng erhalten:

System I ge&ltet mit 8y»tem II

L Ordonng / 2. Ordnung

2. . e 4. . II

3. „ h\j,./ 6. , //, n

8. .

6. 6'K 10. , III
6. , 12. , IP.

Zar Kontrolle der Reohnong dienen, «uBer der »doppelten Rodnlition'',

die beide» •pesiellen Formen:

I. 2 .

jj
/-«-i'«:. *=|*7-. d'^^ye, a-Jo. ir=s«-^.

Naohbemerkong: Den Formeln (1.), (2.X (3.)i (4.) entspreehen fltr die.

Grondform v die folgenden:

(5.)

5,7 /

S ' 9

, 1 . J
I
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(7.) b) 0'o.ty = -A,,(//s»),

(8-)
7 ,

g

§ 8. Fonmii dritter (hrimmg (ßyUm III).

Faltung yon / mit r,

<f^ - • •

• <ij • •

Irreduzibte Formen:
« « • » -

• - • aj SB t.

lieduklion: «}=^ i«, (Formel (2.)).

Folgerungen: 1) <fj ist Rt'dnzent

2) /* tritt nur in Produkten mit koutragredicnti-ii Formen (J) in Faltung

mit V ein. Das Gleiche gilt fUr »' in bezog auf f.

§ 9. Formen vierler Ordnung (Syeiem Ilfy,

Faltung von B mit r,

IrreduzMe Formai: (.'/»-.f)' ö,(.'>»'x) 0',

e,(ßrxf . ff.
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Reduktionen: Aas dem Redazeiiten dnrch doppelte Redlktioil dar

AuRcUflcke a\{abu), c^b,y alb,iflbu) nach dem AoMtz.:

ff, {&yx)^(tl (abyx){abtt) -^(yvix)*= a, b,(ab yx)(abu)+^(yyiXy

= (aiv)- («6«)«2 <?; (a&tt)-| <4(aa«),

6J (^i'x)' = al (abvxy- 1 (r j)* =«, 6, (al fx)'+ g x)*

El entoteheo die Formeln:

ff,(9vx)^0
j I

Folgerungen: 1) öj(.9»'x)* ist Reduent

2) V tritt nar in Prodakten mit kontragradienlen Formen ig) in Fnltuig

mU ein.

§ 10. Formen fmfter Ordnung (Jiystem III).

Faltmiff von !
^' ^*

^

\f mitÄ

Jrreduzible Formen: .

A)

Jmnwl rür Matbi-uiulik Bd. 134. Btft I.
" ?
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B)
. ,

C)

(aHu) (fxHuy

D) «, a^iaHuf

a\

Redaktionett:

A) Formenraihe K*i Reduzent a* .

Form Redwent 0t{»vz)\

{kt'x), AVC/tKx), £?(Ar4r) dnd zerfallende Formen nMb $8.

B) Form OVjt)*= =ai'O-i0t.f 4 ^'i - 4 uJa, • -

OVj)* = (*./•+ g«tf.mod(^,»'), (vgl. § ö Schluß).

C) Form Jl: Keduzent 0*,.

Formen ./i und J] : Reduzent a] oder 0', durch Ersetzen der

Form J durch niedere Formen der FormeDreilie (§ ö SchluÜ), d. b. darcb

doppelte Reduktion der Amdrttcke

o^ttly 0^0^$, und o$9l.

Die doppelte Bereehnnng von ^ gibt AnlaB nr Rednktiott der

höheren Form o^.
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Bednktionsfiiwndp:

(10.) b) ^i = -^«,+ ^„.{|^aJ-|r},

Ableitnag d«r Fonneln:

|»*-^J-|u..-^,»-«,«,X»'»'.^)'+ |<4(»'»'i«)'+5U..<4fl,,(yi',«)«;

b) «,«J*,-0-[«,l^+^K],.+J[a,(aÄ»)'l^Ji?+

b")

+ 1 [41^+^ ».•[«VC«««*)'!» «^t

D) Reduktion von dnrcb doppelte Redoktion von Jl (C).
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Die llbfin^ Rednktloiien dnrch Rechming, "die der in § 9 dteliitiich

entgesengeaetit ht

iicduktiuiiaformeln

:

(11.) =-a, + I «, .«J + i uMQ^II») = 0,

1^—/ (all» Modul adjuiigiert).

Fobjcrimgen:

1) Oj'^)*, a\(aHu) sind lieduzeiiteii.

2) V tritt nnr in Prodakten mit kentragredienten Foraen in Fnltnng

mit K^ji d ein; das gleiche gilt von f in becof auf und von j in beeng

•nf i*, dn B,0'j^r^äf naoh $ 11 B rednsibel wird.

$ IL Formen Hchater Ordmug (ßytkm JIJ).

IC mit V,

» mit//.
Faltung von

Irreduzible Formen:

RedukUonen:

A) (^r«)« serttUt neck ForaMl (a)n:
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B) (y j J)" zerfällt nach Formel (9.)a. indem wir nach §6 Schluß

f-j durch (<>^u)' ersetze», und die Redozi^liUtt toq 0^ beachten:

Formen a,{jvxf und "i(>'.0': Kedutent and (yW)':

ffj 0'*'*)'= «' (;>'«)*- 2 fl) (/fx)' 0*1'"*')+ ov«)'ov «»)*.

C) Fürmeiireihe Keduzent

(nvx) und N,{nvx) xeriUlen als Übenohi^rnng flto ' FnnktioiiiMiter-

mioaoten meh § 3.

D) Überneht über die Deduktionen:

»} Fofineiiittnie 6^Hy. Rednsent al(iiH»). (Ftlbit «nf Fonnen mit

httbKoi Symbolen.)

b) Fonnenreibe Redozent aliaHu) dnrob doppelte RcdnktioB.

(Fttbrt auf Formen mit höheren Symbolen und auf höhere Formen der

Gesamtformenreihe, d. h. auf die Formenreihe flj.) Wir l)etraehten an

Stelle von O^ /I, riii: Formcnroihc (.9;,.;
)
(ö = fl„ //,, i- <>. ersetzen darin

die Symbole fJ durch die niedere Form {<il">), giliiiiy;eii so zur doppelten

Redaktion der Formeureibe a'^(t'Uu){(tb») = U^ll;,-'f '^0'^ med jr. bis zur Eud-

c) Fofmoireihe 0\: Darob doppelte Kedaktiou derjenigen Formen^

die mgleieb den Fomenrdben tf, JY» und angeboren — d. b. der Fonnen

der Formenreihe auf Fonnen mit höheren Symbolen einerseits, auf

Formen mit höheren Symbolen and auf die höhere Fomeoreibe tfj

andererseits.

d) Formen ö'(.'/vr), ß][!h,Tf, ff':ßr,.r): Durrii (ioppelte Redaktion

mittelst des Reduzenten o analog der Rechnung von § 9.
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e) Formen uud 6\{fh,x)'': Durch doppelte Redaktion der

AnadrUoke Jl{aJuy ind {a.Irx/ mittelst der Kedozenten j\ ond {aJu)\

f) Formen und H»: Zerfallende Formen. Krgibt sich bei II}

dar«;h doppelte Reduktion des Ausdracks J")' oder auch durch direkte

Berechnung der Produkte ("jy, <'l'K, durch Formen des Systems. (Die

analoge Berechnung von Qi,y güA eine Relation zwischen zerfallenden

FOTIDQII»)

g) Redaktion bOherar FormoD dadoreh, daB Foruen der Formen«

reihe $'H zwei Bedaktioneni9gUohk«ten nlnuen (nrel redociblen Fonnen-

reihen angehören) und swar:

g durch doppelte Reduktion von ^^(ßijjcy: läßt Redoktion d) und e)sn;

^9(0su) doreh doppelte Redaktion von B^^i&v*) : Utfit Redaktion e) ond d) na

s^f(dsiiy durch doppelte Reduktion von Gi ll» i Iftßt Redaktion a) zu und bat

Reduzent 0],(^9rxy zum Faktor;

i* dorcli doppelte Redaktion von ^//^ : läfit Redaktion a) and e) n.

Der Nachweift der ünabh:in<^igkeit der übrigen Formen ergibt sieh

durch doppelte Reduktion der Formenreibe Jl{njuy~6l.

AiiJi/ühruity (kr Jieänkltonen:

Die Eiditenz der Reduktionen a), b), c), d) ist ti priori klar, da aäeh

dem angegebenen Bildlingsgesetz die bei der doppelten Reduktion ent-

!<teliendcn Relationen von einander unabhängig sind. Bei den HtMiiiktiunen

e), f), g) ist durch Heclinang nachzuweisen, daß keine Identitäten ent-

cteken^

' Wir geben, symmetriecb isom Diagonalglied in der Formen-

rdlM B'H bis znr Form 0, vorangebend, teilweiee mltAndeatang der

Reebnnng, auch die durcli Reduktion a), b), c), d) gewonnenen Formeln,

da sie aam Teil bei Redaktion e)^ f), g), sam Teil dritter Anwendung

finden.
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1) and iU aMk fy Na«h dem AjiMts*)

a,-6^=»'-fl»6;-(«//M)(A//w)6,.-'r-^',AJ-/-«,(«/?«y-(a6«)(«frM)6,+(rt6u)'i,,

• .«-»»';flJA;-2fl*(rfirM)(n5M)-l(ff#w)'(fr#wy+(*^«)»(tf//M)*

entateben unter F^iutragung des Wertes von 0,//« die Formeln:

2) 9,Hf nach b):

+ a,{^flz){abu)iaIhi).^0,{9iix){flHH)+ lei+l[y>,x)\

Naeb dm. FonnelQ (ö.) und (11.) folgt:

.
d,//,

—

lei-l {0suy- i^'-y+l if-y*

. . 3) e^llfieilu) beieebnet ilch nacb b) analog wie e^Ii»;

4) »,H,(9nx) naeh b);^^(tf«2dr) nach d) (vgl. §9):

//, (d/jx)- ^
(9J (*'J^)-6 ^

i (^'P*)

*) Das Zeichen c an Stelle des Gleichheitszeicheni) bedeutet, daQ Produkt«

aus «!• mit bSbana Formao, ab dia dnieh Faltaaglll ond^ lV aBtotahaadan, aua-
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6) fiJfi nach b), Ol IJ,, nach a),

&ü!i ii',.[aIIb){bHn)\ aus ii'^[ll<ih) {<ibu)\

0\ftJ» nach b) und dadurch d\ nach c),

aus /J(6//«)i</6m):

//^ '—
]J

0"^ Ii» - ^ (f *r-J «Or'- - *e

6

0*i?»«-'|0,-|^+^«r and danun

6) ff^^eHuf nach e):

(naiA Formel (8.) c),

(naeb Formel (10.) a),

7) 0^(9ri.r)' nach d) and e). Daran« Reduktion der hiiberen Form g.

Nach analoger Rechnong wie in § 9 folgt:
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Naoh entapreehender Beohnnng wie oben folgt:

(naoh Formel (S.) e),

(iiMh Fomel (10.)):

and darch Vergleichen der beiden Werte von 0'^{9ijxy nach g):

(IS.)*) 0=ir-2*j + 2(»px)'+it^-^/.«J-^/.(.

8) 0: I],{f)II,t) nach a) nnd b), daraoa e,(ßHu) Dftcb c) (Fonnen

mit dem Faktor u, verschwinden):

//, (ö/y«)=- 1*, {ßsny - 1 (y9X\

9) Öj//.(.Vr,.r) nach a) und b), daraus <9j('^'i'^) ^^^^ ^('^''')

nach d), daraus Reduktion der höheren Form s\(dau) nach g)

(Formen mit dem Faktor u, verschwinden):

*) ist dies die in dw AnsMrkonf ur Bnkitnig «rwUnto S«Ution

iwischen den drei Kovarianten 6. Ordnoig und 6. Grade*.

Joonul für MatbmtUk Bd. 134. Htlk I. 8
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= i («<») + i {»n')-\

(14.) 4CÖ*«)-|«,(i'«'-^)+5 ("<«)

10) O'^ll'^ nach a) und (lur(tli Keduzeiit <i',\''>y.iy. d] II . nach a) und c),

^ nach c), durau» Ucduktion der hüheren Fürmeu s\{psuy und

s\ nach g):

Durch ÖiCdi'x)'. /yj = [di(i*»'a-)-] 4-
J [ötj>^^' - ^ s\{figuf
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Nach g) aas den zwei Werten für

.?,(Ö*«)'«|*i-2(afM)'+2(»'pxy-ij.tt;

Nach g) aas den nrdl Werten für t^//»:

(10.) -t=^-':+iö;+|(«^o-i5("P-0'+^/<-^*-«^.

Formel (IG.) gibt die Grandlage zar Uedaktlüii des Moduia {ss'itf,

Fonnel (13.) sor Rediktion des SyvteiiM von », (§ 17.)

Folgerungen:

1) tt^U^xfi ^«^«1 ^C^q«)» ^(tf//»)* sind Rediuenten, a,(;V»)\

tf^ und fTj xerMlende Fonnei».

2) Die Form dee Bystems II: j(r)»g'*(yiixyffl tot ndnsibel.

3) I' tritt, da die einzige kontragrediente Form y redazibcl wird,

überhaupt nicht in Potenscen oder in Produkten mit Formen des gleichen

Systems in Faltung mit 8y»tem I ein.

0 tritt nur als Kontravariante betrachtet in Produkten oder Potenzen

io Faltung ein, und entapreciiend // aU KoVariante betrachtet (vgl. ^ 13 B).

$ 12. Formen siehenter Ordnung»

Faltong von

$'K mit V,

K, y, J mit //»

f mit Lt a.
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Irreäuzible formen:

I

(KHuy

«1

K,{Kiiuy

09*)

E)

(aLuy {aL%f

a,(aLuy

D) \ ^

a,(aLuy

Reduktionen!

A) i^-kt Vt «)* serftlU »1« dninalige Übenehiebiuig Uber die ler^

fallende Form (O'r.ry.

B) Formciireihe Ilth\.: Kedazent Il^O^-

Formenreilie h'',.(K/hi): Reduzent ti\{iilhi).

Formeiireihc A ,j(<t»jj): Reduzent

Die dw»w lieh ergeboBde doppelte Redektion der FormeDreihe K\ gibt

Anlaß nir Bedakden der höheren Fimneiireihe {jtj£f.

(Kflii)^ (ktjx), A', (Xij.r) zerfallende Formen nach § 3.

fl^(KIIii'), K,(Kfhn zerfallen als oiitstaiideii durch einmalige

Faltung mit der zerfnllunden Form K,{kt'ic) und der Fauktioualdetermioante

Kl= 0-{<ien)= al^aeu) mod l^.

Der doppelten Darstellung von AV entspricht eine Relation awiielMB

serfalleiiden Fomea.

Es wird:

/4(A7/m;= 2 ä;, (»'»'. =» 2ö,,(i'.v7'ö) 2ff,n,-ai-e,+f-e^i,eiiuy

-f'v 9', (Produktaatz) modCi-'),
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if,(KHu)=

-

K^r^rX) fl» («*«) (yy, jr)- -fl» (/»tf»i) (ki», s)

(17.)*) 0=<i:.tf,.+ 0t-a^+f'0,(0Huf+e.a,(aHuy mod (O-

Die Formen //j, //^ (X*»}.r}, //;[, /y, (/r/^.r) zerfallen als entstanden durcli

einmalige Faltung mit den zerfaUeiide» Formen Hg nnd //.^ (vgl. § 3.

2), a) and b)).

E^kt Ht^H» {a0») --(//»Js H^{0 H»). (SpezMlnieniDg y=«n

Yon 8)»).

fli(Ai,.)= //,fl,-Ä,«,./, = (J3.2)b>

C) Furmcnreibt' U^i^y' Keduzibel durch doppelte Keduktiou der

Formenreihe A',' nach b); nacli dem Ansatz:

o=fl* (fl«M)=Ä;(«tfM)= f«'i'j*)i'(«««)-^,('"»«)

» (»''
' S C , ^ «. '^)- (Vgl. § 5 .Schluß.)

Der analoge AnMts gilt bis sar SehlalN'orin der Formenrdhe:

0=Ä3(rtfi,x)fl;=rff«(^<»,ar)^,=iÄ?C;,xy modCi'»,*,^,/, i,J).

Form O'i?^)^: Zerttttt 1) dvreh sweinalige Polarisation der Relation

für die serfdleode Forn Bl ((12.) b);

2) dnrcb direkte Berechnung des Prodnlctes a,'9t\ dadnreb SSer-

feilen der bOlMren Form (JHuf. Es wird:

*) {'rodukle vod Kormen, unter ileueo sioe Kontravariante i»t, \« ie in dieeein Fall

f-0] r, »ind l«i allen Relationen zwiseheo serfalleiulcii l'nrmoD weggelMMS, da IIS .

bei d«r Anwendung dw FoniMla bei Syetem «ir keine Bedeatung haben.
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mod(180 4

6) 0V)'-3<^.-«M

nach dt;Bi Aicsutz:

2<iJ(rtö«)(«^«)+ < (Prodatort»)

— - («/^«) («tf«)=-| («, -(«^fl«))' |(«Hu) -(a*M)l

D) Fonneiireihc ./. (JHii): Reduzent J^.

(JHuy zerfallende Form iiacli (').

E) Formenreihe Reduzent <r,{al}ii).

Formen und ti^Q/Lti): Zerfallen aU Überschiebungeu Uber

Funktionaldeterminanten nach § 3.

F) Formenreibe til: Reduzent a].

Formen <^ ond t^i Rednzent <^ nnd diireh doppelte Rednktioii

der «ittprechenden Aiudrllcke

Jf,ol und und

(vgl. § 10. C) Reduktion von Jl und Jl).

Daraus Reduktion für die höheren Formen C" ' "; ,(" " ")' nnd fUr

Formen in Symbolen ^t^O',«'^) anter BerUckaichtigung von (16.):

(19.)
".^,(">";' = 3'ö;-j8'//,

a^«,(/MU)'asO.

mod df^t)

Form Zerttillt durch Polaritiätioii von (12.) b oder kiUicer durch

direkte Entwicklung des Produkte» nneh dem Anents:
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mid «nter Berilekfliclitigiiiig der Reduktion von //;0i7')*(^)*

(20.) fl.=2<ii.< iiiod(*,p,/,»>

• Federungen:

1) (/i?*)*» '^^(•'^^'O» "l »'"'i Reduzenteii, i-^^^'O'y "» zerfallende

Fonnen.

8) f tritt nur in Produkten mit kontragredienten Fonnen in Fultnnf

mit /. ein, f und daher auch K und N Oberhaupt nicht in Faltung mit 't and

folglich aiitli [i nj). j tritt nnr in Produkten mit kontragredienten Formen,

J tiberhaopt nicht iu Produkten in Faltung mit // und L ein (folgt aus

J^(^JUu) und (JlJuf). Ebenso tritt o und folglich (»ox) nicht in Pro-

doklen in Faltung mit irgendeiner Fmm von System I dn. Es bleiben

an Prodnlcten in System II, unter Berücksichtigung d«r Folgeningen in f 11,

nur Potensen von H und Ptodukle von H mit £.

$ 18. Formen achter Ordnung (Sif$tem III).

Faltung von

J-J mit >',

0\f-J, .V mit //,

0 mit L, a.

breduzäU Formern

B)

E)

e,{9ixy

D) /y.;A;,

{fjLvy
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Heduktionen:

A) J,{jvxfi Rednxent a,(jvxy.

J,{jvxy reduxibel durch die zerfallende Form <i,{jray nach §3. 8)b

anter Berttoksiuhtigang des RedaMoten B^. Denn nftch § 11 B) wird:

(Redueat <r, und tf^«).

B) Die Fonnen //, (.9' H}(d^Tj.i^, Hl (.V 7;.r)' zerfallen als entstanden

durcli sukzessive einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen and Bg^

bzw. /^<(, and U^u, nach § 3. 2)b) und nach der Relation:

C) Formenrabe a^{ji}xfi Redazenten und (jii*y-

Form <i^Uv^) zerfällt: Reduzent (r, und einmalige FattUilff mit

der zerfollenden Form {jqjf nach § 3, 2)& (Spe/ialisiemng y^nv).

Form //, //, zerfkUt: 1) durch einmalige Füllung mit der ter-

fallenden Vm-m ". (Jvx)';

2) (iiu(;h spezielle zwciuiuligiL: Faltung mit der zertallenden Form

(JitJc)'', daraas eine Relation zwischen zerfallenden P'urmcn.

Au» a,(Jyäf; 0=ffl'9,+2«,Hj moi ($, ff, U h

Ant OV)*! O«tf^-0,--|<r,A^ med («,^,^1;./)

(Produkte mit Kontmvarlaaten aind auegeliuieii},

naeli dem Annts:

und Vertaueoliung der Symbole in (r,((i6M)(tf6u)^,. '
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D) Formenreihe X,^{NIIii): Rediizent Jl.

(NIIii), ('<^.r), A, ("r;,r), //, (.\7/h) zerfallende Formen (vgl.

§ 12 B), (A7/u)' zerfüllt durch einmalige F&Uaog mit der Form {JJIuy.

E) Formeweiken 0,1», elf(eL^, «?(^/«):

Reduzenten: Ojh, 0*{6n>,)\ d\(9t,j:).

Formen (OL ,), (9lx), L^, L<,{OLh), O.^OLii], L/JHx), e,{!>lx),

Lg(OL>i), o\{/JLn) zerfallen. (Den zerfallenden Formen von § 12 B)

daalUÜBch entgegengesetzt).

F) FormenreHie B^ißoai)'. Redozent «r^*

FomHm (9a») nnd (9axy zerfidlen, als entstanden darch ein*

malige Faltong mit der zerfallenden Form 0„ dnrch zweimalige Faltang

entstanden, zerfiUlt, da die Formenreitie ay(ai>M)^,5^(^'qx)B0 modu
lo (ä.p,/,», J):

9, =. tt,(«1n£f= flj (flhuy . .

FoJgpnimjn}: />
' oder 0^ K tritt nicht in Faltung mit H ein; 0 nnr

ala Kontravariante betrachtet iti Potenzen oder Produkten iu Faltung mit i<,

überhaupt nicht in Faltung mit o nnd (rox).

lY tritt nicht in Produkten in Faltung mit irgend einer FormM System II ein, ebensowenig wie mit Poteosen oder Prodokten'Ton Formen

von System II. Es bleiben an Produkten in System I, unter Bertlck*

sichtignng der Folgernngen der letzten Pangiapbeo, mir Piodokte f'j^

Potenaen von 0 and Produkte von $-K.

§ 14. iVwwtt neimUr Ordnung (Sjfitem III).

e-K mit //,

K,j, J mit L,

y, J mit ff,

f mit //*.

Fattnnc von

Jounul rür MubtiBAtik Bd. 134. U«fl I.



A'oether, über du ßUdiaig dn Formetutfttmu der temärm buiuadratucken Form.

hredazihk Formern

. . K,(KLuy

A) die Formen //J f/. /jx)-, Hl{kr,.iy zertulleii als entstanden

durch Huk/esäivc ciumalige Faltuug mit zerfalleodea Formen.

B) Formeureiheu A',L», Kf(^KLu), K^(ilx)i

Reduenteii: (f^H»^ ä'^(ttHu)y 0*^(9 tjx).

Formen IT,, iGCATLii), K,{klx), (KLuf, (klxf leiftUen als Über-

lohiebangen Uber Faaktioiialdeterminanten (§ 3).

Formen L,(KLu), L,iKLu)\ /.,r//,r), /.,(//.,)'. /.;. /.r(A7.,/),

Li{kLt)^ LI, K,{KLn)\ K,(^kU)' zerfalleu aU eutstaiideii durch ein-

malige Faltung mit den zerfallenden Formen:

i„ //»(A7/«), L,{»lx), Ii;, LI, Ll(!»Lu), K,{Küu), 0,(ßU)

mu>b § S. 2), a) und b).

0) Formenrenie (j'txft Rediueiit (Ji)x^.

Formen (//.')- und Entstanden durch einmalige Faltung

mit der zerfallenden Form {jit-if-

\)) FctmiLiueihe J,{JLii): h'eiiuzent ./;'.

Formen (^JLn)\ {JLiiy-. Eiumuligc Faltung mit der zerfallenden

Form {JfJuy.

£) Formenreihe (jaxY'. Redusent«^ dnreh Eraetsea yon/ durch niedrigere

Formen der Formenreihe ($ ö):

al(a0uy^l (Jaxy.., al{u6o£y=^{jaxy.
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F) Formeiirdhe Jl: Keduzent al.

Form Redflient dureli Enetsen von J durob niedrigere-Fomini

der Fonoenreihe:

2
a^ii^ss^j, nody.

Folgerungen: Nur die Form j tritt in Faltung mit o nnd {vnx) ein.

N tritt nicht in Faltung mit L ein, da die ^, entqirecheude Form
N, zerfällt

§ 15. Formen zdmter Ortbumg (S>sf»/<m III).

ef, f j mit L,
Faltong von

Irredusible Formen:

j
ef, f-j mit

1 mit i/\

A) und B): Zerfallen der Übrigen Formen durch einmalige Haltung mit

lerfallendra Fornen.

G) ZerfUlen der llbrigen FonDen nach $ 18 B) doreh dnalittiieli ent-

gegengeeetite Belraelibiiig.

Folgenmgtn:

6' K tritt nicht in Faltung mit L ein; entsprechend IPL nicht in

Faltung mit K. fP nnd treten nicht in Faltung mit 0 ein.

Das Schema zur Faltung § 7 i»t somit bewiesen.



Hotther, übet 4k BUduHg de» /binumgfifnM der itnärm Hquadratiteitii Pank.

§ 16. ForiMit i/., 12., lä.f 15, Ordnung (Sutern III), .

ii. Ordnung.

FaltDDg von

Irredttg^ Formen:

0 K mit L,

!
A',; mit H\
1 mit (»'0.a\

/ mit H L.

12. Ordnung.

f ^ mit Z,

^"""«'•"{»-iti/.i.

Iri-eduzHile Fonnen:

id. Ordnung.

Faltang von K mit //-Z..

IrreduzUtk Formern

lü. Ordnung.

Faltuog von K mit /i>.

IrrtdnsSAe Form:

H) (A/y^«)'.
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Reduktionen: •
'

Formeo 11} ^U^. Kednsent L] am der Relation:

Zerfallen oder Keduzibilität der flbrigeii Formen nach den Be-

trachtungen der früheren Paragraphen.

Folyeruiujen:

Null idem Seheinn nr Faltuug § 7 nnd den Folgerangen der 8

bia 16 sind hiermit die irredniiblen Formen dea Syatems in (117 Formen)

enohttpft.

lüiptteliy. Du nlatlY rollstitakllge System mod (p,0-

§ 17. Ridiiktkni des Moduls und des Si/stons nm s.

7a\t Bilduug des nachstliöheren relativ vollständigen Systems luit

man nacli Analogie von § 7 das System vun s in be/.iig auf den niicli&teii

Modal I- (s) = (ss' u)* zu bilden and mit deo Formen de» relativ vollständigen

Syatems mod « sn falten. Es soll gezeigt werden, dafi bei ElnfObrong

des Uodols ((», 0 als höheren Moduls

A) der Modul (ss'u)* redazibel wird.

H) das System von ans der einzigen Form ,< besteht.

A) Die Keduktiun de^ Moduls {ss'n)* ergibt sieb sofort ans dem durch

Formel (16.) § 11 gefundenen lieduzenten y,. Aus

folgt darch PoiariaatioD von x nach «'t:

and damit die Keduktion des Moduls

*) Aus Fortnel (21.) folgt die io der AumerkuDg «ar EinleitUDg erwihnt«
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B) Die Keduktion von Zss(sg iCf = 0{s) und daraas die Redaktion

dea Systems von a ergibt sich darch EIrsetzeo der Form Z dorcli die

niedrigere Form nach Formel (8.)b^ % 7 anter fierllekstclitiping der

Relation

Die Form (jl hat nach Formel (13.), §11 den Redozenten s\ zum Faktor.

Es wird, nach Formel (8.) und (16.):

mod ((», 0,

nach Formel (13.). (H-). (lö.), (16.):

=i».fl'-|.-.(««»)H^^.tf «od ((.,<):

(23.) i:=2».a;+i..(a*«)'-ij.tf mod (f,0.

Das relativ volletändige System mod ((*•«'«/, p, 0 geht also Uber in

ein relativ vuUatändiges System mod (^«Oi (^»s diesem entsteht durch

Überschiebang Uber das bekannte System sweier qoadrati»chen Formen das

absolut ollatMndige. Zar Bildnng des relatiT voUstlndigen Systems mod((>,0

haben wir, da nach Formel (23.) das System von s sich reduziert auf die

Form das relativ vollstSiidige System mod (>•. (», t) Uber .« und Potenzen

von ^- zu Uberschieben. V.^ wird sich zeigen, da£ Futenzen von * nnr mit

System I in Faltung eingehen.

R«UtioD zwischen den dr«i Inntfiantao 9. Ordnaog^ unter Anvradnng von Fornd (10.) e

24 , , 12 . , . 4.,
(22.)
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Als .liSliere Foroen" definieron . wir luler den Fonnen gleielifir

Ordnnng und gleiclien Qrades dlcjOiigeD, die ans höheren Formen de*

relativ voUstiindij^en System» mod (.'. (<, f) durch Faltung mit s hervor-

gegangen »ind, indem wir die l'altiing mit nur als Pohirisation der ur-

sprlloglichen Formen betrachten. Dadurch iät die Auordiiuug der einzelnen

Formen eindeatig bestimmt [vgl. § 1. Formenreihen 2)].

Es wird beUpieUweiaie:

(tf,(#Ä«)'.*,»0 höher »Is {fi^{ellu),8, u)\

Wir teilen das «nMehende System In die vier Teilsysteme:

System : EntAtanden durch Faltung Ton « nnd Potencen von » mit

System I.

System </, : ISntatanden durch Faltung Ton $ mit System II.

System Smi Entstanden durch Faltung von s mit den einzelnen Fonnen

(ohne Produkte) von System III nnd mit Produkten Ton je

einer Form von System I und II.

System t,t: Entstanden durch Faltung von > mit Produkten von je einer

Form von System I and III, II und III, III und III.

Bemerkt sei noch, dafi von jetit an idle Formeln mod((i, () zu ver-

stehen und, von Formel (27.) au mod (9, t, höhere Formen), ohne daß

dies jedesmal am^drUcklich angegeben wird.

Zur Kednktion stellen wir die froher gewonnenen Formeln nisammen:

= ^ «Ör+ g - 1 "i,

*) Der kürzeren Schreibart willen oehmen wir das (Üied der Übcndii«buiig an

Stelle der vcill^tStidigeti Über^chiehunu [C^//«)'!"" ^^'^ Form des Systems auf. Bei Attf-

•tdluog von Formeln werdun alle Übenchiebungen dorch ihre Aafangaglieder enetst;

I.B.: (0,(0tftt}>«,»)* dnrdi e,(9HuX9eu)\



Is'oether, über die Bildunj deji ForuuHti/at^Hu der ttrnären bii/uadiatuc/ten Form.

(24.) ^-2».a;+ i -

yi = 0, ^t=o.

Folgerungen

:

slf Sf(Osu), t*fS,j sl6, sind Kedazenten.

I<altaDg von
{ , , ^ ^

Imdmible Fvrmm»

5. Ordnung.

(afu); (a«ity; (a«u)'; (a««)*.

6. Ordnang.

.Sy(Osuy a>(ö«u)'
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7.

• (ä*m)' (^Ktuf {Ksuy
B) ty,

A) «, s^(K0u) $t(Ksuy t^CKtuy

> 4 •
1

8. Ordmng.

A) »jCa*«)» »^C«««)** B)

10. Ordnung.

A) *,{J»u\ B) »9(0^uy,

11. OrdnoDg.

Die Formenreilieo

haben den Redazenten sKOsu) zum Faktor, -f,' and {Jsuf darch Zurllck-

gelwB TOn j iid ^ auf mdrigere Forna der Femienreilie:

4(tf#ii)(«tfii)'«J(^*«y,

JowiHa fir Matbwiatik Bd. 1S4. H«ft 1. 10
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Formen 4'«« nnd «(«^: ReÜBienten ä^(9*u) und. tf«*: •
.

'

4 Sg,=4 ö,,—4 (ÖS d^x), «^^ss^l}'«* 4**' ^^)'

FonoeoraUie 8f{j9uf: RedozeateD uiid (JMuf.

Folgeningen:

.f tritt nicht in Potenzen in Faltung mit /",/, .V ein. ^, iV

treten nur in Produktt'n mit kontragredienten Formen in Faltung ein, die

aber bei den Produkten mit / noch quadratisch in x, bei den Produkten

mit J noch linear . in x eein IcOnnen; d. b. folgende Pirodakte on Fonneii

lind n beeilten: ^

/•.(0,i), /•(l.A), /••(2,i), K".0). A aadJ.(0,i) (A>0),

wobei 0», 1) eine Form /«tan Ondee in «, Iton Oradei in u bedeitet

0 oder A' treten nicht in Potenien oder Prodnkten mit beliebigen

Formen in Faltung mit .s- oder ein.

Ftlr Produkte mit der Funktionaldctcrniinante A', ^-ffmif^f ^^^^ ^)

gilt nämlich die Relation zwischen zerfallenden Formen:

Dm oben «tebende Schema rar Fnltang von Syitem «, ist aomil

bewiesen.

§ 19. System »„.

Faltung von s mit v\H\L;H\
hredttziltle Ptmnen:

.< 6. Ordnong. 8. Ordnung. 10. Ordnung. 12. Ordnung.

Redulaioneni

Formenreiben t^(fl$u) und «,(£«u): Rednient <t*

Pormenreihe ««: Redosent 4 ans
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{IPsuy serfUlt au Formel (7.)*. (vgL. $ 11: A> D«wu: ZerfUleo

on {H'L,s,uy.

.' Foigerungen

:

s* tritt nicht in Faltuii'; mit System II ein.

V tritt uur iu Produkteu mit kuntragredieuten TunneD,

J7(iB Prodikteo wk Vomen (2,;i), (3,;i) (i beliebig), alt

Kovarimte b«tnwblel, in Faltung ein.

a und (yax) treten (tb«füaapt nicht, L als Funktionaldeterminante

nicht in Produkten in Faltung ein (die vollen Obwachiebaogen Uber Ko«

Varianten von Syatem III werden reduzibel).

Als Produkte von System I und U bleiben:

/•V, J-v.

§ 20. Formm 7. (Mbamg {Syttem s„t),

Faltung von s mit f'V^ a„ aj,

hreduzible Formen:

Redukionm: > .

'
.

-

Dio MlbatrannndlielMii, au- iHnktor Fattaug mh den Hedoaenten s*

and 9^(ffsu) bervorgebenden Bedoktionen sollen nicht erwtiint werden, eben-

0 wenig das Zerfallen von Überschiebungen mit Fonktionaldetenninanten.

Form a,s,(flsuy und äis,{asuy: siebe Formel (19.), § 12;

a,i,{asuy~a,{ay{y2uf{yirtv)= 0.

Formenreihe n*.*,: Rednzent s'»(0m) durch Zurückgehen von ul auf

niedrigere Formen, d. h. durch doppelte Beduktion der Anadrttcke4^(a&tf)(aö>u),

M^{a6s)(jit6uy nach dem Anaata:

4(aÖÄ)(aö«)'=|[a,(flöu)']3«'+^[4(atf«)']s*= -^a>,(a*M)- ,
'

K6,(«iii)-0).

10*
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Eb aatataheii die Formofai:

üfmmdmncken Form,

(20.) ^ * —'

l'ülifirfnifft'ii:

1) (i,Ä,("*")N "r*r sind Keduzenten.

2) Es ergeben sich die Werte der in § 19 als redozibel erkannten

Formen {Jitift (J««)*; ebenso fUr die entq^re«»hende Ponnenrenie (aguf, «Ue

bei lUtang mit v dnroh den RednsMieD g, Antnft mr doppelten Reduk-

tion gibt

(28.)

n) {Jtuy=- 1 aJ(a*M)+ 3 a,s, {as u)+ 2 i'O^^&vx),

Aoe Formel (24.) md (26.), med (t, J) (vgl. 8. 71):

b) (a<;r»/)'=2ß»5,(«««)-öi(ö*«y,

c) («</u)*=-«UaÄ«)'.

§21. Formen 8. Ordnung (Hystein s,„).

Faltong von t mit den Formen 4. Ordnung (System III). (§ 9).

Imduziüe fbrmeii;

(^)#„((A«0,#,ii)

((^w)', * , tif, {0, (.9 »-x), »)', * h)
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ReAtkHoiim:

{{9yx)f»fU)», aerfilllt alt ObanohialNiiig Uber Fonktioiwldetiennioaiitea

naeh § S.

FommirMhe ((j^vc),«, ufs,i Redozent 4 nA

(ProdakteaU.)

Fonranrailie $,$,{0*u)t Rednaeut a,»,[asuf dandi di^he Reduk-

tion der Auditeke:

a,s,{asHf{abH) and a,s,{as\tf(ahu)[sbu)\

$^,(fi9uf darob doppelte KedoktioD von {aguf{flbii){b<juf.

Fonienrailie 0,{ßv*)$^i Badmeni <4<r mm tf»(j^r«)«r*<4(<(6t»)«r>

Foraienreibe (^^(^ydr)*,«,»): Doppelte BednktioD Foimii der

Formenreihe e,{S'v»u)$,^ die aaffleioh den Foroenieiheii ((^y«]«»)*«» «ad

0,{&vx)s^ angehören.

Form {p,{9vx),s,%i) EerfUIlt al» einmalige Überschiebung Uber die

Fonktionaldeterminante $, {ßvx)= al (a 6 u).

Form (9y«]P, «,«)*: doppelte Redaktion dei Amdrndca (a.i/tt)'(i^<u)^

oder aaeh too (Sgu)* aaa dra Formela (87.) and aaalof der Redaktion

wn (;ijx)* (§ 12 C)).

Darob doppelte Redaktion eutatehen die Fonaeln:

(28.)
0=(*'r*tt)»(*#tt)'+2tf*(Ä*tt)(tf#u)'+8^(tf#«)»-yif(#«)*,

(nnt^iiokt (e^{»r*)\»,uy
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Folgerungoi:

^

V) 6 ii*yi)s,, (avsuXösu)!,, 0,(^5«)', {aysuyiesuy sind Re-

dozenten.

8) Die PonoeD vierter Ordnung (6,iX (^lO wr* treten nfelit fai

Faltnng mit ^ ein.

3) FUr die Formenreihe (Ogity ergeben sich nacb (27.) anter Be-

rticksichtigong der Kedaktionen dieaei Pamgmpken folgende

Formeln:

n) (eguy=ie,,,+y,i,-ls.0',-i,.n- i/-.«i(a*«)'+iiii.(a,i«y.

W c) (6guy=26\(esxif-\^Hsn)\
.......

§ 22. Formen neunter Orrlni/ny (System »,1,).

Faltung von s mit den Formen fUufter Ordnung (-System III) und dem

Pndnkt J y (§ 10).

ImAu&b Fomun:

A)
(kyäfs,, ((Ar«)»,*,«)

((*W*)»,,,«)P,ä;*,

((*v«)»*,tt)F

((Afj:)»,*,»)*„(ä;(Av«)P,*,Ii)

B)
(;Vxy,«,«)

C) «,(^#M),(J,*tt),

((«Äu), (af/M)*,*,«)' ((«//«), ^*,tO*
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Reduktionen

:

A) Die Redaktionen folgen direkt aus den Redaktionen von § 21

durch einmalige Faltung. Die Formenreibe K,s,{Ksuy bat die Reduzentcn

n,s,{asuy und e,8,($suy tu Paktoraa. DttiMW Z^fdleii d«r hSheran

Forttoi K^^Ktuf, K*(K»uf nuh dem Annts:

B) Formenreihe Redazent a'*, aas (y>'.r)'*, = Sa'

C) Formen J,(Jtuf und s,(^Jsuy: RednEent jr„ an« Formel (27.)a.

Form .i, : 1) Hednzent ajs, aus =
;

2) zerfUUt nach Formel (27.)a durch doppelte Reduktion des Äns-

dracka {Jsvxy,

Danas: Zorftllen der kOheren Pom a^«,.

D) Formenieihe (aHuya^(asny. Bednient a,s,(asuy dnrah doppelte

Redoklioii der Fomeiireihe [a,$,{asuy]y^\ Redaktion vob Cafru)'«,(a«u)*

aoa a,i,(fuuy vnä a,*,(asuy. Daraaa Redaktion von (c^,

Formenreihe a,(aHu)s^: Redoxent o^i,. «r^<, durch doppelte Redaktion

des Ansdracks {Jsvx)\ da a].''^ nicht aas dem reduiblon Qlied tit,(rvgX)

dor Form a^(iilfv)s^ durch Faltang entsteht.

Formenreihe (d'^suyi Redazent als, aas «i*,*,,« — ^aJ(//Ä«)*.

Form (a,(a//u), u) MrfiUU als ÜbersobiebttO( aber eine Fnnktional-

determinante.

Ea entstehen die Redaktionaformeln:

(30.)

a) 0

b) 0

0) 0

0

0 a, (aHu) —
^ , 0 = aj (//ä «)\ • • 0 = a\ *,

.



i» HmSn» WyigiüwiifcriltM Form.

Folgenaigen:

1) 0»'.f)'*;, J,s„ d,{äsuf und folglich N,{Nsu)\ (anu)\aiu)s^,

a^(aIJu)8^, a\(^nsuy siad Redueutea; a,«, nt wuÜkai» Fmm, die bd
allen eior ud Bwetaialigeii Faltniigeii fai lerikllende Pomei Hbergebt

8) Die Fonnen 5. (kduug (6^ A), (6^1) unr. traten aieht te FaHuf
mit da.

§ 23. iomMR Mehnter (Mbumg (ßiyttem »u^

Faltung von .« mit den Fonnen eehaterOi;dnaag^yateDiIII).

bmdituibU Formiin:

A)

ß)
(a*rO>*),*i«)*

(a,(;'v^),#,tt)»

(tf,(*i7«y.*,ii)

Hi'ditktioni'ii:

) die Forned ((^rx)', {(9*v£f^M,uy serMlen:

Übrige Fornen: entweder Sediienten

Faltnng mit aerhUenden Formen.

B) Rednaent <4'» aad (/vau)»,.

anm Faktor oder damalige
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Hotther, über die Bitdung dn Formetu^ttem» der UrnäteH Uquailratiiehm Form. gX

C) 1. Formenreihe (tf ^Tm)'*,: a) Reduzeiit //?<)* (a*»)»,; b) doppelte

Redoktion der Formenreihen (ßgiifg, und ("{/»y 0'9"T {"

Daraus Reduktion der höheren Formen (0,^s nyy^ti^($Huy^»fUy und

(a,'f>l,, ")* [letztere Form au Stelle von

2. (('9»yx), .N', Reduzcnt

3. ((.9f,.r)',.v.,/)': Reduzent ^--V aus (.'/);.>»/)'(//.>//).

Formen (.Vrj-) s-, . (.'>f}.f)' ((^9 »jx)', «, «)', tf,*, serfallen durch

Faltung mit di r zerfalleudcu Form <',*',.

4. Formenreiheu Il^ip lln)s^^ 0^(öHu)s^y //^(.9ijx)*^, 0^(ßi{x)s^i

Beduenten a^(iiHu)8^ und a^«,.

Formeareihe u^t Rednxent tf,(Hsuf [mit Ausimbine

von (jS/'^ißHu^fituff das au dem Glied (6<tt) (tf«u) dnreli Faltang

entetelit].

5. >, »0. (/^ *i doppelt» Redoktioii von

a^(allv)s^{nhti) und g.t (Onn) g,.

Forraeureihe (//, (.'> v-)). Reduaent (('>»'.r)', .v, r/)'

6. {Ilti^'i zcrfiillt durch einmalige Faltung mit der zer-

fallenden Form {0,{f>vx)y»yu) nach §3. 2), e); d. h. durch doppelte Re-

daktio» der niedrigeren serMteaden Form {II<fSiiy:*)

Osff,(P yr^){0su)+ 1 ^, (.9 y,x) {da «) + 6, (.9 vjc) {0s u) s„

3-i//,Ctfi/w)(tf*u) + <>,(tf*a)(J/*i»)+ i[i/,ls*-i.|//,(ö//u)(tf*«)

*) Dm ZtaAmm badvatot, daB Pmdoiito ron Fonn«ii Biedrigeren Onid« an-

Jawmt nr IWhenMlU Bd. 134. Haft 1. 1

1



82 jSoetAer, über die BUdtutff det Formewyttenu der ternären biipiadratürhen Form.

Unreb dopp«lte Bediiktioii entatahen naeh 1. und 6. di« Pomelii:

0« ff, [Otu) (Hiuy+ i Hu) 1 ff,{0Hu) {9tu)(Hsh)

- 1 ff, (emcf{esH) - {asuy- b, {h iiny- a, {as «y -

0 = //, (ff //u) (ff*«)'- 7 ff, i&Hu) (fiauj (IJsu),

0=«,(«»it)« A^.'(**ii)»-*,(ff#tt)»(Ä*«)*+ 6 ff, {eHu)(fltuf{J[lsu),

Os(H,(ai}z), »), Os//«(d^V«) (/r«tt)-4ff;(^««>.

1) r/>//.o'.*„ //^ 0^(0 11h) s^, H,iaii')*,t tf,(*«7«)*„

(/y,(i>r/a:),.v, (//,
(.9j^./),.v. '/)' sind K'ediizenten.

2) jr' tritt nicht ia Faltung mit den Formen (5, l) uw. 6. ürdnoug.

§24. FuriUfit II. Ordnuutj {Syglem Sf,,).

Faltung von '^ mit den Formeo 7. Ordnung (System III) (§ 12).

Imdttxibk Formen:

A)

«

(A',(A7/«)',.s-

4Sr

(("^'")*>*>")
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^'oether, übtr die BtlJunj/ de« Foimentj/tttm» der Wrnäien biquauratmhen Form. )j3

. Reduktionen:

A) Reduktion oder Zerfallen durch einiDftUge Faltüug mit den ent'

sprechenden Kormen in Symbolen o ll.

(A; (A7/m)', ") und (A', iKlIu)\ s, u)\ Zerfallen nach § 3. 2), a),

dareli Faltmiff mit KKJKtu), Ki{K$uf.

(K^(KHu),t,uy=(<ti e,,,9,uy: Zer&llen naeh $ 8. SQ« b), aas der

seriUlenden Form A7(Ä'*«)'.

H) Formenrcilie (jf}.r')Ji^: Reduzent (jf-ry«,.

Form f/,(jrisii)(IIsii): Rednzent (^j j^ f /V > "V,

Form H^(jt]x)(^ilsü): Zerfällt durch Rctluktion der zertiiUenden Form

(U^i^y>'t^y darcb den Rednsenten (jy^rys, (Formel (18.)a):

C) Reduzenten .1, s^ und .J, (.f.<i'y.

D) Reduktion und Zertnllen (iiirrli einmalige Faltong mit den ent-

sprechenden Formen in Symbolen / IJ.

E) Aas (30.) ü ergibt sich die Reduktion der cerfallendeii F^ormen-

reihe

0» II, (Jhuy (asyxy= a, (//»u)' (avtjuy+ 2 a, (ai^) (ytjsu) (Jlauy= ^ (a«tt)^,

0s a, (t,(Hsuf(aiM) (ora)= (o»^)*(Häuf (osu)+ (arqu) (Mjnt)(ßn£f(fm£^

tritt nicht in Faltung mit den Formen 7. Ordnung ein.

§ 25. Formen 12., 13., 14., i/i. Ordnung (Hjfstm s,,,).

Faltung von s mit den Formen 8., 9., 10., 11. Ordnung (System III)

ImimiMe Formern

12. Ordnung.

B) {(aHu)n,,S, «)'| ((«//«)//,.*,«)'.



84 Noether, Her 4k Bädtmg de» Ftrmensi/iUeiiu der UmSren b^uadratiaekm /Wm.

Beduktioneni Die durch direkte Faltung mit Bedosmteii oder

fidlenden Formen eiitatehenden Rednktioiieii aoUeo nieht mehr erwXlint

werden.

B) Zcrfalli n von ((^a tt) «id (a,(ai7u)l/p«, w) all ObM^
ehiebung Uber Funktionaldeterminanten.

Zerrallen von {<i, {(iHu)H,fS,ufi Doppelte Kedoktion der zerfalleiideii

Fora»
L<^, ö;yr.. (§13. C)

0) Au den Formeln (31.) ergibt aleli die Bedoktion der serfallenden

Formen

[LsipLu)}^^ and [e,{eLii)]-,i.,A. h. der Produkte [0',-II\r^, uud K

:

^^^'^
Osfil(e»u){Htuy ane Oaitf»i(tfIu)(<?*M)(L*»*y

(Rediuent <i*(£/«u)*).

hredus&fle Formen.

13. Ordnuny.

. A) ((KL»r,s,uy;(^KLuy,s,uy,

14, Ordmmg.

A) ((uLHyi...s, „y,

B) Qjajruy,s,uy.
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A'oether, über die BiLdwttj dea FormetmytleiM der tenuirm bü^dratiecken Form,

15, Ordnung.

((JTiP «)«,*,«)'.

Hedvktwnen: Zerfallen von (K^KLv)\ s, f,)\ (//, (Ö ")>

(J^K, H'L,uy,s,ti) nach § 3. 2), c); d. h. unter gleichzeitiger Be-

baolitnit der serftUenden Ponnea (^K,iKLu)\s,u)\ (^IIg{Oiru)\ $,uy,

Fo^enay: ^ tritt nicht mit dnselnen Formell tob System III in

Faltung ein.

$ 86. SyHan

1) Faltung von t mit System I > III.

liediikttonen : Nach den Reduktionea der letzten Paragraphen

it] ,(n Hit)-(,isii)s^^ USW.) lassen die Formen (0, >.), (l.>.). (2. »it'ht die

KHltiingeii 1 und III gleii-lizeitip: xu; /', .i, A' tritt also nach § 18, 8Ur Bildung

vun System s,r, nicht in Produkten in Faltung ein.

; tritt niobt in Faltnig ein, de neeh den gleidiett BednktioDen den

n y kontragredienten Faltungen

(K,(kyx)\afU), {{{f^ ^x)\ u) usw.

die BD y kogiedidnten Feitongen entapredien:

K,(krxystt (ß^nxy»» nsw.

2) Faltunt) von s mit Sy-fU m II • III

d.h. von A mit //-(l.A), H(ß,l), II- (3,1).

ImdutiMe Fcrmmi

(a,.//,.,wy, ((«//«)'•//, *,uy, {(aHuy.H,s,uy,

^ ((,iLu)'' //, «), ({uLuy.II, s, u)\ ((air,<y- II, s, u)\



86 ÜPttktr^ «ftir tUt BttduKf dm Fmiuiujfiitmt der Umirm tüptadtatiaAmi Form,

{(eLuy-H,$,u)\ {sßLuyi!,«,uy^ {(oH'uy'H,«,üy,

D) {e^{uH,ty-ii,s,ny, (o,(6Luy'H,s,uy.

E) (iKLuy.H,8,uy, {(KjPuy-H,*,vy.

Reduhimtnt r tritt analog wie / niobt in Paltang ein.

B) Dod D). <a^J7, «, und (jB^'H^ u)* nrMlea «w Formel (S7.)e)

und (29.)e) unter Elerickaioliligiing von (^J?»)*»— ^««tf:

daraus Zerfallen von (f,(«//w)-//, *, u)*, (0,(0 //«)•//,«, u)*.

(f,'H,s,uy, (0t'B,»,uy nnd dncMis (jg',(»Hu)-H,9,uy

ser&Uen nach § 2ö, Formen 12. Ordnons C).

3) FaltiiiKi run v //(iV Si/s/ev} III • III,

d. b. von* mit Formen von Syöteoi Iii : (3,Ä)-(3,*.), (3, Ä) •
(_2, i), (3,

(2,i)-(2,i), (2,i).(l,A),

' /mwknM» Formen:

{a,^H,,8,uy, iiaHuy.n„s,uy, ((«/^/y. //,,.,
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NtHkert SUf die Bildmg dt» Fbmmi^fttfm. der Umifm biqmärMMm Form, g?

Produkte II 'III sollen, bei gleicher Ordnung in Symbolen r und

nU höher gelten wie Produkte III III.

Die Deduktionen entstehen /.um Teil durch Helutionen zwigclien

Produkten (Syzjgieu), zau Teil durch Ersetzen der Produkte durch die

entepreebenden serfRllenden Formen and Reduktion der Faltung dieser

Formen mit s. (Produkte, die Kontravarinnten enthaltent sbd stets

gelaMen, da sie in Produkte übergehen.)

A) f quadratiach, Symbole i- in beliebiger Ordnung.

Nach § 11, Formeln (12.) und darcb analoge Keohnnng gilt:

Daraoa folgt:

4) 0-fli.6i,(;V,«) (aus 3)),

5) U(flLu)— . />, (/> //h)' + 1 «: •
(J^IM+ 4 <^r • // (aas 2)),

6) i,(tfL«)=-6«,.6,(6//tty+ 2o',.(6//«0'-2<'J-^^ (»u» 1)).

7) Om>a,'(bHuy+f'(aLuy+0,-H (an» 1)),

8) 0= 0,. {bluf+ 1 (tfHuf .H
(aoa 7)X

9) 0 = iaHu)' ' (b Jluy+ 2{0Huf -II

10) 0~a,{aHuy'b,(bHuf (ans 5) nnd 6)X

11) 0 = [<»t-6,(Ä//M)jÄ' (aus i ormel (30.) b)).



an ^'oel/ier, über die liUduHff det Fomiensjfgtmu d»- temären biquadratüclten Form.

Die Bednktionen tod

(Formeln (31.) oad (82.)) geben ziuammen mit denFormelii 1) bis 11) die

RMlnktion «11er Faltuigeii von « mit Prodnkten, die in den Symbolen / qan>

dratiscb, V beliebig sind.

B) Prodnkte von je zwei der Symbole f^Oj; r in beliebijjer Ordnung.

Nach den Formeln (17.), (18.), (20.) and durch direkte Kecbnang

gelten die Kelationen:

(direkte Rechnong

analog A 1)).

(«08 I) nnd A6)X

1) 0-a,.tf,.+ ltf.(a//«)'+ i/.«?//«)',

2) 0=tf,.Ö,. + ^ö(ö/y«)'

Darans folgt:

3) 0 = 3«,- (ö llnf + e- (n L »)' ^2f-{()l. u)'

4) 0= 8tf, . {aHuf^f.(ßLuf + 2tf.(al«)»

ö) 0=a,-(»lMf, O=0,-(alMy, 0=(aHuy'($Huy (anB8),4)iindA8)X

6) 0= a,.$li.e,'a; + /-0,(pnuf + 0'ii^{aJh,y (Formel (17.)),

n A-A « i'Ä//„Vj.l / ff
[«»»«löge Ableiuing wie von 6)

Danuu folgt:

8) 0= n,.OV.rr + /•-//, (ans 6)),

9) 0= (anuy-(Jy.i)'-2<i,-If^ (aus 8)),

10) 0^e,'ijyx)\ 0 = 0 11, (aoe 7) und 8)),

11) o-«,.d?-|oV)*

12) O-^^.flJ-JoW-yU^«)'

(Formel (18.)),
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A'o^fAfr, über ilir BiUuikj «/c« l'ornmisjfttcim tlvr tenuirru OiijuaJratischfn Form. 39

18) 0=<ij-^, Jrt„ (Formel (20.)),

14) 0^9, elf 0= fl, IIj (§ 13. C)).

Die l orniclii sind so weit gefiilirt, bi.^ ilie Produkte polarisinliar werden;

d. h. dalt durcli Faltung nur eüt neues Produkt entstellt dadurch, daß

a) die Faltong des Produktes in sich rednzibel wird,

b) die abrigen durch Faltung entstebcuden Produlcte rednzibel werden

oder auf Kontravarianten führen (vgl. § 3. 2). n) niid h)).

Formeln 1) bis ')) gehen ilio ii'nliiktioii aller Faltungen von s mit

Produkten, die aus ".-'K dun-li Fnltuii«; eiil.sti.'heM.

Formeln 6) his 10) die iieduktiou derjenigen Produkte, die aus

o, • Ol durch Faltung entgehen.

Nach § 24A) aerüsUen, unter Berttoksiehtigong von Formeln 6) bis

10), die Faltungen von 9 mit Produkten, die ans «l-B^ entstehen.

Es wird:

Q= al (asiiy (Os «)', 0= al .v ii) Ö„ (ö# »y - A', (A7/«)' (.Ks

Die Redusenten:

((;,,..)', .s")' :;.'>/;.v/0''(//'^-"). §23. C3)J,

(// ij,,.r). ... „y [§ 24, Uj, ((./// »y, -S '0'
f§ 24, C],

[§24, EJ

geben snaammen mit den Formeln 11) bis 14) die Reduktion aller aus

<'r'0r,, <4*^,' entstehenden Produkte.

Unsere bisherigen Rechnungen lassen sich snsammenfiMsen in der

SehbtßfolgeruHg:

Das relativ voUstiindige System med ((*, /) hesteht aus folgenden

331 l'ornien und TeUs^'Stemen, die wir anschließend auch tabellarisch ge-

ordnet wiiMlcrjreben

:

JouruaJ für llaithewütik iiU. 1J4. üeit 1. 12



90 IfotihtTf «kr dit Biiimg dtt FonuH^fUtnm der ttmirm hifmdniti$dim f\trm.

1 Form

Kelativ vollständiges System mod (s^
(/, t)

[8. Tabelle I].

System I

System II

System III

System s,

System s„

System s,„

System t,r

(i l'ormen

5 Formen

117 Formen

1 Form

36 Formen

9 Formen

123 Formen

32 Formen

[ä. Tabelle II].
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91

Über die Klassenzahleii Abefscher Zalükörper.

Von Herrn Fh. Furtwäi^Ur in Aachen.

E. B. Summer^ hat die Richtigkeit deg folgeodea Satem behraptol:

Sind k nnd K zwei UnterlcSrper des Körpers der m-ten Einheitswnrzelo,

wo m eine ungerade Primzahl bedeutet, und ist k in K enthalten, »o ist

auch die Klassenzabl von k ein Teiler der Klassenzalil von K. l>er von

Ktmmur ftt diesen Sats Tersaehte Berreis ist aielit stickkaltig, wie bereits

Herr D. BäXttrC*) bemerltt liet Der Sote ist eber, wie im folgenden

geseigt werden soll, in der Tat richtig und läiJt siob «neli «nf den Fall

aasdehnen, daß m eine Potenz einer Primzahl ist.

Es seien also k und K zwei Unterkörper des Ki»rper8 der »n-ten

ICinlieitswurzeln, wo m eine Potenz cini-r Primzahl bedeutet, und /(. // seien

bzw. die Klasäenzahlen von k, K. FUr die Definition der Klasaenzahl soll

d«r seiiBrfore Aqoinieniibegriff nigmnde gelegt werden, naeli dem awei

Ideale nur dann aqaivalent Mfao, wenn Hir Qnetient als total positive

KOiperzahl darstellbar ist. SelbstvennndUcb kann das nar anf die in A

und // aufgehenden Potenzen von zwei einen Einfluß haben. Ea ist nnn

uacbzuweueo, daß unter den angegebeneu VoramMetsaugeD h ein Teiler

Ea sei an dieamn Zweolcep eine belielrige PrimaaU vnd ea seien ji*,

bsw. p* die bOehslen Potenaen Ton /i^ die in A, baw. H aulj^en. Es ist

*) Dieses Jounuü Bd. 40 (1850), S. 114.

**) Bericht ober die Theorie der algebr. Zablkörper, S. 378. Kummer macht

die unrichtige Annahme, daß zwei nicht iquiviieot* U«^ dw tJaterkSrpen a«h im
Oberkörper nicht äquivalent seien.

Journal für Msthcmatik Bd. 1S4. Heft S. 13



98 l'Uftwangler, über die KUusenzuhien AbeUcher ZahUoörjter.

imn zn zeigen, dafl a stets kleiner oder höchstens gleich A ist. Wir anter>

scheiden bei diesem Nachweise zwei Fälle, je naehdetn der l'elativgrad von

K ia bezug auf k, der mit g bezeichnet sei, zu p relativ prim ist oder nicht.

lat der RelatiTgrad g ta p relitiv prim und sollte die Klassenzalil

Ton k dnreh eine höhere Peteu von p tdlhw aeiii als die t«hi so

nOfte es ein Ideal y in A geben, das in k den Bedingnngen

würde dann durch Bildung der Kelattvnorm in bezag auf k folgen:

Danns würde sich aber in Verbindung mit der Äquivalenz /—^l in i. da <j

und J7 relativ prim sind, ergeben, daß j m k seibat in der Hau|)tklasse liegen

mttäte, was uuserer obigen Annahme widerspricht. £s kann daher in dem

orliegendMi Falle die KlassenaaU von k nieht donth eine htthere Polens

von p teilbar sein als diejenige von K.

Es »ei zweitens der Relativgrad g durch p teilbar. Wir wollen

zeigen, daß auch in diesem Falle die Annahme, daß sei. zn einem

Widerspruch führt, wozu die Theorie des KlasseHkörpcvs herangezogen

werden mnt. Die KSrper k nnd JT sind Ahdtiik» K9rper; es litt sieh

daher K dadaroh ersengen, dafi man anksesslTe sn k KSrper adjnngiect,

von denen jeder in bezug auf den vorhergehenden relativ zyklisch TOn

Primzahlrelativgrad ist. Da nun bei der Adjunktion eines Ki'tr])ers, dessen

Tielativgrad in bezu^ ant den vorhergehenden zu ;> prim ist, die Klassen-

zahl, wie oben gezeigt ist, keinen Faktor p verlieren kann, so miiiite es

bei nnserer Annahme zwisohen kvioAK swei KOrper k nnd mit folgenden

Eigensehaften geben: K ist relatiT sykliseh vom Relativgrad p in beug nnf

k\ nnd sind bzw. p'' und p*' die höchsten Potenzen von p^ die in den

Klassenzablen von k' und A'' bzw. aufgehen, so ist a'> A'. Es mttßte also

bei dem übergange von k! nach A' die Klassenzahl mindestens einen Faktor

1, 1 in A

gendgt nnd daa fai JT in die Haoptklasse übergeht. Ana

1 in JT

ff>l in k
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p verlieren. Das ist nnniüglich, wie jetzt nachgewieäen werden soll. Ist

die Klaaaenzahl von k' durch teilbar, so gibt e« in betng auf k' einen

novenweigten reUUiT AbebtAum K9rper -rom RakttTgnd p^*). Dieier iit

uoh in besag auf P nnvemrrigt; nnd zwar iat er in b««ig auf JT' ent-

weder vom Relativgrad JJ^ oder//"'. Das letztere kann nnr dann eintreten,

wenn A'' selbst in bezng aaf k' unverzweigt ist Existierte nun in bezng

aof Ä*' ein unverzireigter relativ Äbei&chet Körper vom Kelativgrud su

Dflfte die Klaatensalil von K mindestens dareh jt!" teilbar sein**); es konnte

also di« KImsensaU bei dem Übergänge Ton t nach keinen Faktor p
verlieren. Es bliebe daher nur die Möglichkeit, A&Q K' selbät in bezog anf

K nnversweigt wäre. I';is kann aber auch nicht «ciiK denn /.' und A ' sind

beide Unterkörper des Körpers der ?/i-ten Einheit»wurzcln nnd ein soh-her

Körper besitzt, wenn m eine Potenz einer Primzahl iat, keine zwei Unter-

körper, von denen der eine nnvetsweigt in bezog anf den andern ist. Ist

nialieh ms wo 2 ein« PrimcabI bedentet, so wird / in i:. die f-* (/- l)-t»

Potsns dnes Primideals S***). Da der Grad des Körpers X:,,, ebenfall

gleich /*"'(/—
1) iüt, 80 geht 2 in der IJelativdiskrirainante irgendeines

Unterkörpers von in bezug auf einen anderen Unterkörper auf, und es

ist daher keine Unverzweigtheit mögliob.

Hiermit ist die Richtigkeit nnserer Behaoptang allgemein naek-

gewieseni die wir im folgenden Sati noek einmal formniieren:

Sats. Sind k und K zwei Unt''rk''rji,r iks Körpers (hr m-ten Ein-

fiet'Uwurzehi. im w f!»<' Potenz einer I'riiuznlil Indetitet, und ist k in K ent-

halten, so ist die Klassenzald von k ein Tfiltr dfr Kliissenza/tl vnn K. Für

die Deßnition der Klassenzahl gilt der sduirfere AquivalenzheyriJ, nach dem

*wei Ideale dann dfitigaleat he^m, wem ihr. Quolieta ak Mal potiHve

KSrperzahl dantdUtar isL

Der Satz bleibt nicht mehr allgemein richtig, wenn m dnrcb ver-

sobiedene Primzahlen teilbar ist, wie ein einfaf^hca Beispiel zeigt. Wäre
er richtig, wie auch m beschaffen sei, ao würde er, da jeder AbeUcho Körper

- *

*} Tgl. den allgemeinen Beweis für die Existenz <1(^ Kiassenkfiriiers, den ich in

drai HItteilangen erbracht habe, die in den Gött. Nachr. und UNU erschienen sind.

••) Vgl. n. Fuiltcänffler, Eine charaktenjitiBche Eigenschaft de« KiasHunkorpere,

1. nnd 2. Mitteilung, fiött. Nachr. 1906 und 11107.

***) Vgl. D. Mülurt, Bericht iber die TiMorte der algebnÜMlMii Zahlköriwr, & 331,

Sats 190.
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ein Kreiskörper ist, für zwei beliebige A/ielacha Körper k und A', von denen

der erste iiu zweiten enthalten iat, gelten. Man kann aber leicht zwei

olche Körper angeben, für die er nieht gilt Wir imIubmi Ar k den qoep

di«tiMli0D Körper (y=6) wd für f den Ktfrper V=S> Die Klmmn-
sah! von (y— 5) ist durch 2 teilbar, die Klaasenzahl von (V^, ist

dagegen ungerade. Unser Satz gilt alno fUr diese beiden Körper nicht,

obwohl beide Unterkörper des Körpers der 20. Einbeitswarzelo sind. Es

liegt die» daran, dafi der Körper (y— 1, y^), der der Klaaseokörper tob

(y=Q iet, miTeaweigt in beeng anf hL
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Zur Theorie der Dirichlehchen Reihen.

Ton Rem Otkar Ptrron in Mflnchen.

(Hit 4 Tastfigui«D.)

Von den Sätzen, welche icli im folgenden beweise, sind die meisten

insofern nicht neu, als sie schon raelirfach ausgesprochen worden sind; in-

dessen genügen die bis jetzt gegebenen Beweise keineswegs den Forde-

mngttii mtttlieiiuitiMber Streng«. Es luwdelt «ioli dabd vor aUem vin deo

in der «Mlytiaehen Zableiitbeörie hiofig angewendten Sets, daB dne

Fonktioii, wenn llberbaapt, jedenfalls nnr anf eine Weise in eine Dt'richletaelM

Reihe entwickelt werden kann. Indem i<;li diesen Satz streng beweise, nnd

zwar in einer erheblich schiirferen Fiissung. ergibt sidi zugleich eine be-

merkenswerte notwendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung dafUr,

daB eine Fanktion ttberhanpt Aureb eine Z>KrftBAIrt»ebe Reibe darstellbar ist

Weiter bandelt es sieb nm eine Reibe von Formeln, welebe sieb nit nn-

mreiebendem Beweise bereits in der großen Arbeit des Herrn Cahm finden,

die snm erstramal die Grandlagen der Diric/ilct^chen INüieti uls Fanktionen

komplexen Argument» mit Erfolg behandelt"! Auf die empfindlichen

LUcken der Cahefi&chcn Beweisführung ist schon mehrfach in der Literatur

hingewiesen worden, so erst jüngst wieder von Herrn Landau**)^ ohne dafi

es bis jetzt gelungen wXre, sie m beseitigen. Darob mdne Untersnebnogen

werden nnn die Cis^bsRscben Resultate in allgemeinen bestitigt, snm TeQ

aber aaeb als nnriebtig naebgewiesea.

*) Sor la fonetion C(i) d« JImmmhm» «t «ir dw fbnctioiw andogiiM. Aimat«

de r^le normale, v'ri.-. t ime 11 (1894).

**) Uber die Multiphkatioo DiriehletKhoi ßeiheo. R«ndicoDti del circoio nute-

BstiM di Palenn^ tomo S4 (1907).
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§ 1.

Unter einer f)in'<-h!( fachen Beihe entehe ich, wie heote aUgemein

üblich, jede Keibe der Form

(1.)

Dabei ist : eine komplexe Variable; ebenso aind die Koeffizienten c, im all-

gemeiueu komplex, wülireiid die Exponenten reell sind und — von po-

sitiven oder auch negativen Werten beginnend — monoton ins Unendlicbe

wachsen:

ssX

Wie Herr Cohen a. a. O. bewieeen hat, ist das KoBrargeosg«biet einer

Duichletsohen Reihe eine Halbebene, welche von einer anr imaginären Achse

parallelen Geraden, der Konvergenzgeraden, links begrenzt wird. Die

Konvergenzgerade kann auch links oder rechts ins IJnendliehe fallen, in

welchen Fällen dann die licihe Überall bzw. nirgendü konvergiert Die

Konvergena ist im allgemeinen keine absolate, so dafl die Reihenfolge der

Glieder dnrebanB fee^halten werden mnfl. Dagegen konvergiert die Reihe

ffUk^mB^ in Jedem GflMat, welebM gana im «ndlielMa liqjt and der

Konrergensgeiaden nieht beliebig nahe kommt; sie stellt daher eine im

Innern ihres Konvergenzgebietes überall regnlttre aoalytisohe Funktion dar,

die wir durch f{:) he/.eichneu.

Zur Behandlung der JJinchletAehen Reihen bedient man sieb mit

Vorteil der sogenannten partieUen Summation. Es sei ^ ein Wert, für welchen

die Reihe konvergiert; aetat man dann

(2.) i^c.e-'-f-c, q,-o,

10 Udbeo alle Zahlen |C«| vater einer von N mabhlogigen Schranke:

(3.) \C,\<C.

Digitized by Google



Ptrrcn, tut Uuorit dir DiriekUtiektn litikm. 97

Ferner iat

Bezeichnet man aUo, wie üblich, den reellen Teil einer Zahl z mit dt (2),

0 folgt hienuii, ft(«)>9t(D voraaageeetst wird:

Dieie neue fidhe für f{z) konvergiert «beolvt; ftsflerden boMrfEe iob m-
drllcklieb, da ieb aie epller f^edweise integrieren werde» daS Meli sicT in

Jedem endUchen Gebiet, welches reebts von der Geraden 91 (;) = 9t (C) liegt

ond dieser nicht beliebig nahe kommt, gl>-irlüm[ßiij konvergiert. Diese Tat-

sachen folgen zwar ohne weiteres au» den UnttT8U('liniii2;cii des Herrn

Cohen] indes will ich sie doch besonders beweisen, indem ich mich hier,

wie anob später, zar Abscb&tzang der Glieder der Reihe (4.) einer Formel

bediene, die u diesem Zweelte etwae tteqaemer iit als die dee Herrn Cohen,

Es gilt nimlieb die Ungleiebnng:

(5.) |«f-»-*-<r^*>1 <-J^(e-'-«»-«5i-+««<*>).

Diese kann leicht dadurch verifiziert werden, dal} man ^—x+ii/ einsetzt

nii(i hrulc >>v\tcu nnsrechoet; sie ergibt sich aber aaob direlct mit Hilfe der

Integralrechnung

:

». ».
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Ans der hiermit bewiiMnen IJnglei(;hiing (5.) ergibt sieb nnn ohne

weiteres die absolute Konvergenz der Beibe (4.)» und ftti den Rest dieeer

Reihe erhalt man die Abschtttsaiig:

woraus sofort die gldobniKfiige Konvwfeuc fllr Jedes OeUet |«—(|<A,
henrorgeht.

§2.

Einer der wichtigsten Sätze aus der Tbeorie der /^im-yi/c/ächeu Reihen

nt der, daß swei Teraohiedene DmcAlsfeche Reihen nicht die giddie nonr

lytiaehe Funktion dnntellen können, oder wan danelbe tagt, daß eine

Funktion sich, wenn ilberbnupt, doch jedenfalls nnr auf eine Weise in eine

Din'chletAchc Reihe entwickeln laßt. Da die Differenz von zwei rh'n(/tl<f)i(-hcn

Keihen sieb offenbar wieder als I firichletichQ Reihe schreiben Ittßt, 80 kann

dieser Satz auch so ausgesprochen werden:

Wenn «in« Diriektetteh« Reih« fSr aUe Werte von », deren reeBer TeU

eme gevnm ZaM übertrifft^ wreehwindett «o eütä alle ihre Koeffüienten

gleieh Null.

Bevor ich den Reweis dieses Satzes in Angriff nehme, will ich zn-

niichät Uber die bisher gegebenen Sclieinbeweine einiges voraiissehicken.

Da diese sich vielfach auf reelle Werte der Vjiriabeln z beschränken, so

wollen lie sogar den folgenden iekr Tiel mehr Mssagenden Snts atlttien:

Wenn om DiriehlelKSM Reihe fllr alle reellen Werte von ^ din ein«

gewisse Zahl ttbertrelfen, Tersokwindet, so cind ihre almtiblien KoeCfiaienifln

gleich Nall.

Herr de la Vailft; I-'ous.nn verzichtet in seiner Arbeit „Sur la fonction

t (s) de Rienutnn et le nombre des nombres premiers införiears k nne limite

domde***) anf dnen nnsfOhrUclien Beweis unseres Sitees und begnügt sick

auf S. 66 ledigHeh mit dem Hinweis »qua des exponentielles dÜE&raitns ne

*) Memoina oonienads et «ottM nänoirM pobU^ per i'Aoadämie royale de

Bdpqn^ tone 69 (1880).
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•ont pas du nAne ordre de grandewr poor « taflni". Diet kann Jedoeli Jedw-

Ml» nur beiageiii daß

ist. Aber daraus folgt Uber die Größenordnung des Kestea der nneiidiicheii Kcilu'.

gar uichu, und mau kaun sogar bebauiiteii, daü es ganz uud gar anmöglicb ist,

Mtf die Mgefllhrte TttmAnt «lleiii einen Beirri» des in Rede itehenden

Sattes sn grflndeo. In gleicher Wdee würde aieh nlnlieli mioh ein gleieh

zu erwHliiiender allgemeinerer Sata von Kroaeeker beweiaen laaacn, den ieb

tatattobüch aln anricbtig nachweisen werde.

Einen ausführlicheren BeweiK gibt Herr Hitchtminn*). Bei diesem

kommt ea we»eutUcb darauf an, zu zeigen, daß eine DirichUlsohe lleibe,

deren enter Exponent li«iO iit, mit waebaendem $M ubegrenife des

Wert ibrea Anfangagliedea nibwt In der Tat konTeigieren offenbar die

folgenden Glieder, da ihre Exponenten 2^ alle poaitiv sind, jedes fUr sich

gegen Null. Daß aber auch ihre anendliche Summe gegen Null konvergiert,

erschließt Herr Bacinmnu auf folgende Weise. Er beweist zunächst ganz

richtig aaf Grand der gleiobmttßigen KoDyergenz die Stetigkeit idnor

yjmcAJSsiBehen Reibe Ar jeden endlieben Aigomentirert; dann aber helft ea

S. 62: „Man erhält daher (nänlioh wegen der Stetigkeit) den Greaswert der

Reihe fUr einen beliebig großen Wert von indem man in ihren einzelnen

Gliedern z diesen Wert annehmen läßt, tcodurch ufirr, wenn z unendlich

groß (jewäliU wird, die HeUie sich auf Hir Anfangsglied reduziert}^ Die

knidv gedmelcten Schlitwintn endialten aber eine offaniave petitio principii,

an deren Beaeitignng die Stetigkeit fllr jeden endlieben Argnnentwert ab>

aolut nichts beiträgt Hätte Herr Bochmann statt deaaen die von ihm tat*

säuhlicb bewiesene gleiclunnßiijn Konverrjen: für das ganze unendliche Gebiet

- > ^ herangezogen, so hätte er leicht zu einem einwandfreien Beweis

gelangen können, ohne die Stetigkeit za benotzen, die fUr diese Frage ganz

nnerheblieb iat

Einen anderen ebenso anfMhäMuren Beweto anaerei Satzes hat Kronecker

gegeben**).- Er beaebilnkt sieh dabei anf Reiben der Form

•) Di« sadytiMb» ZaUatliMiis, Uipug 1894.

**) Vorlesuogeo fibor Zahlontheori«^ I. Bd. HwaamgllwaTea Bernde Leiptig 1901.

J«nn»l fir HBtktmlik Bd. 134. Heft 8. 14
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.= 1
«•

'

Betet »Im Ipologn, and aetsk aafleidem nicht bloA tondern anch die

Koeffizienten c, aU reell voraas. Alsdann erscheint der Satz als Spezial-

fall (ie> folrrL-ndi n von Kronecker «. a. 0. S. 261 bebaopteten allgemeineren

(aber umichtigeu) Satzes:

i)Ei8 sei

eine Reihe, in welcher die Koef^zienten r„,r,,... faelle Kunstanten, die

Multiplikiitoren /;,(,-), /;(:', ... reelle Funktion«! von t sind, und welche

die folgenden Kigenftcluittfii heHit/cu soll:

1. Sie konvergiert unbedingt innerhalb eine» Bereiches :z>(t der

Variahein £*).

8. Alle Mnltiplikatoran /i(<)>* • heritra innerbalb dieaea

Bereiche! podtive Warle.

3b Der Qnotient
f

zweier anftinandfir folgenden Mnltiplikatoren

wird mit wachsendem s unendlich klein.

4. Der Anfangskoeffizient r„ igt von Noll verschieden.

Dann kann !'{:) nicht identisch vorschwindon, hat vielmehr ftir ge-

nilgeud große Werte von z das Vorzeichen des Anfangsgliedeä ' o/ii (-)''•

Der Beweis, den Aronairr fUr diesen äatz gibt, weist indes (1«-n

Fehler anf, d&fi anader ana der obigen Bedingang 3. hervorgehenden Beiiehung

gefolgert wird, man kSnne s ao groß wKhleii, dai der Qnotient <ttr

jfdcK n unter eine gegebene Gröfie herabsinkt, während doch in Wahrheit

fUr jedes einzelne ' ' in besonderen erforderlich ist, und diese unendlich

vielen 2-Werte braacben keine endliche obere Schranke zu haben. Bei

*) Man beaebto hierbei, dafi die spedslkn i)MdU«<Mhio Rsiben , wenn

Iis nidit •berall divaighNO, bahaantHeh iteti aidt ein CtoUat (HalbebMie) uiMhgttr
Koavwgsos babso.
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den /)tiru>A/«iSM:heii R«i1ien (l (~) , V , ) ist eine lolcbe Schranke nller-
^ C" }-

diugs vorhanden, ebenso bei den anderen speziellen Fällen, welcbe Kronecker

Uj^bt Aber eine notwendige Folge der obigen Bedingungen 1. bis 4. ist

du niebt

Der Umstand nan, daß einerseits der KronedeencSw Satz in vielen

Spezialfällen sicher richtig ist, andererseits filier der von Krnin'cl,,)- pejj^ebene

Beweis für den allgemeinen Satz, nic ht aiisn ic-lit, legt die Frage nahe, ob

der Beweis vielleielit einer Verbesserung fähig ist, oder ob et^xu der Satz

in seiner Allgemeinheit gar nieht richtig ist Meine diesbezUgliehen Be-

mtthangen führten mich in dem Reanltat, daß der Sata tatsitchlich falsch

iet Das folgende einfache Beispiel, bei welehem die Ponktionen f^{z) über-

dies auch stetig sind, soll dies dartun.

Wir beselininken die Variable z auf positive Werte, wählen also in

der Formulierung des Öat/xs bei Bedingung 1. « = 0 oder o >• 0. Dann

setaen wir:

Dadareh alnd beretts alle Funktionen definiert, bia auf die erste [»{z).

Offenbar sind aoeh die Bedingongen 2., 8. dea ffvjwdkenichen Satiea

erfüllt, soweit sie sieh niebt aof f»{z) begehen. loh behaopte nnn, die an>

endliehe Reihe

aal

konvergiert fllr alle positiven und anUerdem ist

lim y(;)aBoo.

Nehmen wir lieae awei Tirtaaehen einmal vorlanfig als erwiesen an,

so definieren wir die Fonktion ^(r) dareh die Gleiehnng

14<
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wodurch Jedenfalla auch die anf f„ (:) besUglieben Bedifignngen 2. und ä.

erfüllt werden. Die anendUche Keibe

iat dann eine von der Ar^ wie es im Kioneckt'r^c\\ti\ äatz verlangt wird»

sie konvergiert alnolnt, und der Koefftiieiit von /„ (;) iat nicht NnlL Trotsdea

iit geoiKO nnserer Definition von identiioh F(«)aiOf was niebt sein

IcOnnte, wenn der Satz von Kromtdcer richtig wäre.

Um nun die oben henntzten Tataachcn Uber die Keibe
(f (:) noch

nachtrtfgUcli sn beweisen, sei z irgend ein konstanter, wenn auch beliebig

grofler, pontiver Wert Der.Qaotient ^^^j
wird denn nedi der De-

finition fllr hinreichend grofie Werte von n jedenfalls kleiner als 1, ja sogar

ganz beliebig klein. Hieraus folgt aber nach dem Cnwlnj^chtn Kriteriam,

daß die Reibe £ f, (0 konvergiert, nnd swar absolnt, weil ihre Terme

schon alle positiv sind. Es bleil>t nnn noeli so sogen, daO diese Keilie

mit z unbegrenzt wächst

Zu dem Ende wählen wir z sehr groß und bezeichnen mit k — \ die

grüüte in enthaltene ganze Zahl. Ks ist dann

und mit i BOi^eioh wlelist aneh k ine Unendliche. AnBerdem ist ollSen1»r:

V(«)=l/,(«)>/i_,(*), .

weil die Reihe lauter positive Glieder hat. Nun ist aber nacli der De-

finition «Ir (ifc-iy<«<**:

Digitized by Google



Perron, zur Theorie der UtrieKbUduH lieihen. 108

wonuis durah Mnltiplikatim folgt:

Also a fortiori and anter BetiatMiiff der ^irUngtio!^ Fomel:

e^(z\-^
^-^ -^QlSS

Da aber mit z zugleich ancb k ins Unendliche wächst, so folgt, wie

behauptet, Um y(2)=:oe. Damit ist noo der Satz ?on Kronecker voU-

Sttadig widerlegt.

Auf ganz anderer Grundlage beruht ein zweites Beweisfahren von

!\r<oH( krr^ das sich auf die allgemeinsten />i'n'cÄ/eÄchen Heiheu bezieht, und

bei dem noch komplexe Argoroentwerte eine wesentliche Rolle spielen*).

Bekanntlich lasten rieh die KoefBdenten einer Poteureihe

autidrUcken, wo der Integrationsweg eine den Nallpnnkt in positiTem Sinn

nmlanfende geeehlossene Lfaiie iit Danos folgt sogleich, daft die Fmktitfn

^ (z) sieh nar anf eine Wdse in dne Polenireihn entwiekeln llfll, da ja

die Koeffizienten durch obige Formel eindeutig bestimmt sind. In Ihnlieher

Weise sui-lite Kri>ii,Tl-,-r die Exponenten und die Koeffizienten (\ einer

/^/vr/( v/sclirii l^eilic aua der darzustellenden Funktion mit Hilfe eines

komplexen Integrals eindeutig zu bestimmen. Dabei bandelt es sich nm

das Integral

welehes als Panktion der reellen Variaheiln ur ao^gefoBt wild. Das g;leiehe

*j Notiz übor l'oteiizroibea, Moaatsberiohte der Bttrliner Akademie 1878, S.53—58.

1

«

dnrek die Formel
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Integral betrachtet auch Herr Cahen in der ei?»gftiit,^« fzeiianntfu Arbeit.

Aber beide Autoren bestimmen seinen Wert lediglich dadurch, dati sio tiir /'(-•)

die I >irirJil,tAehc l't'ilie iMiisetzen iimi dann ;[lif<!ir>is<' ititcgriereii. Icli wcrdi^

in § 4 und ü den nicht leicliten Nucliweits tUhren, daß dicis Vertaliren in der

Tat Bum richtigen Reinltftt flilirt Da aber aowolil bei Kroneeker wie bei

Herrn Qihen eine derartige Begrilndang fehlt, IcOnnea ihre Unterraohniigen

natllrlieh nicht ala Beweis des EindentiglceitaMtMa gelten.

§3.

Indem wir jetattoro exakten Beweis des fraglichen Satzes Ubergehen,

setzen wir, was selbstverständlich ohne BeschrUnknng der Allgemeinheit ge-

stattet ist, den ersten Koeftizienten r, von Kuli verschieden vorauis. Trans-

formieren wir dann die Diruhldt^chQ Ueihe in die absolut konvergente

Reihe (4.) und achreiben den ersten Term separat, so icommt Air

Hierbei ist nu aneh C,— c,«~'*^ von Noll veraehieden, und außerdem nach

(3.): < C. Mittele der Abaohitcongaformel (5.) erhUt man daher, wenn

mr AbIcUrEUng

:. . , . ^ x-\riy

geaeiat in6A (Xfy reell; «>0)t
- . . . • •
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Daher ist gewU |/(«})>0, sobald die Uagleidittng ü

:

bestebt. L8«t oaii dieae naeb y anf, bo konunt ' • ;;

Um die Bedeatons dietea Remltata an flbenebea, wählen wir in d«r

komplexen Zahlebene den Punkt X nia Aufiugepnnkt einen recbtwinkligen

Koordinatenayateois, denen X- und }-Ac]ise bzw.

der reellen und imH^inärcn Achae parallel sind«

Die Kurve mit der Gleichaug

hat die in nebiMistelifiider V\^\\x angedeutete Ge-

stalt. Wt'gen des in der Gleicliung auttretendeu _
Expuuentialt'aktors erstreckt sie sich oäenbar nach ^
oben nnd unten sehr iteil ina Unendliche. Der

nneadliobe Teil der EbraOi weldher raehta von der

Kurve liegt, iit chai-akteriaieit durch die Un- ,

gleicbnng

in ilim ist also ilherall |/'(;)|;>Ü. Damit ist nun nicht nur der in § 2 an-

gekUudigtc Satz bewiesen, daß f{:) nicht für alle Werte von dcreu reeller

Teil eine gewisM Zahl flberBteigt, vereebwinden knan; eondem wir finden

Mgar, daß in dem gansen nnendliebea GM»iet, welebea rechts tou d« 6bigen

Kurve liegt, überhaupt kebe efaizige NuUstclIc von f{z) vorhanden ist

Unsere Kurve hat nun aber den Nachteil, daß sie niclit für alle

nht'chletichüu Reihen die gleiche ist. Denn in ihrer Gleichoug treten die

Konstauteil <

',
L\ oud vor allem auch Ä,, auf, welche von der speziellen

/)midUrtMshen Beihe abbüngen, die wir gemde betrachten. Durdi eine

Bweckmifiige Modifikation den Bewdagangea werden wir aber su einer un-

endlichen Serie von Kurven gdnngea, die wemitUeh dnaa^ibe leiaten, die
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aber lllr «II* /MriaUiMebaD Reihoo die gldelnii MeibeB nud ^ MBerdem

den Voreog haben, noch sehr viel steiler itm l'TK iidliche zu fuhren als die

bereit« gefundene Kurve; das Gebiet, welches sicher von NullatcUen frei

ist, wird also dadurch im Vergleich zu früher noch erheblich erweitert. Es

gilt Dämlich folgendes

Tkeortm: Wtm «me FmkAm /*(.) für di(.;)>9lGI) «»

DindikUeh* BeAe tmiwidodt werden Aoim, $o hat f (g) in dem ganzen un-

endttekm <7«N!tf| to«2eA«» reeftl» von der Kwve

xa%d gu^ekk rechts von der Oeraden x^l Hegt, roie groß «uek die poai'

tive Zahl M gewählt wirdf allemal nur eine endliche Anzahl von NuU-

etdlmt dabei iet der Amif C «Ar Ai^emgapuidct des xf-Koordiaalensifstems

gedacht.

Die Quelle des Beweises liegt wieder genau wie frllbcr iu der fUr

iH(v)>9i(0 gültigen Ungleichung (vgl. S. 104 unteu):

deren einzelne Terrae aber jetzt in etwas anderer Weise abgeschätzt werden

sollen. Indem man zunächst von der unendlicheu Summe rechts eine be-

liebige Anzahl N—l von Tennen abspaltet and wieder z—^^x-^-iy setzt,

dmiut die Formel die Geitalt an:

\f(z)
I
>

1

c,
1

1- Ce-*»*-i| c;! •

I

e - ».<•+">- 1" "»1

n=M-t-l

B nf Ae Glieder der wundfidten Sennie wieder die

(fi.) an, wodandi wir analog wie oben erbalten;

fICJ.|«-*-*-*'»»-«-*-+i«-*""|<Cl!^S«-V+i'.
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Die eiuBiehe Samme in (6.) dagegen aohitien wir in folgender Weise eb:

l'JC7.|.|«-V'*">-#-*-+i<'*'"|<;icX«-V+«-»-+i')

Fuhrt mau in Ungleichung (6.) fUr die beiden Summen die soeben

berechneten grUfleren (oder wenigiteni nieht icleineren) Werte ein, so wird

die Ungl^hang versUtrict, und man erbSlt

Daher ist gewiB f(z) yon Noll venehiedm, sobald mir

oder

(7.) jCI> (ßN- l)CV«^-'^'+ C ^fl±JJl<r»*+«

ist. Non sei AI eine beliebige positive Zahl. Wegen lim = w wird man

AT so groA wählen IcOnnen, daß

(«0 A,+,-X,il/> + l

wird. Da x positiv ist, wird dann Ungleichung (7.) aicher erfüllt sein, wenn

sogar

(9.) |(;|>(2-Ar-l)C'«-t^-''>'+C'^^^^|^«-t«+'»*

gefordert wird. Um diese Ungleichung zn ertiilleii. besc^hriiiiken wir die

Zahl j; welche biüher jede positive Zahl bedeuten konnte, auf solche Werte,

fUr die

Jmmul fir Matbemtik Bd. IM. Htft i. 15
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(2JV-l)CVW»-»'»'<i|C'.l

aiisfittit, oder wu dasselbe ist:

(10.) «>;i _^ log
^

Dann ist Ungleichung (9.) a fortiori erfüllt, wenn die folgende bestebl:

oder aneb dureb AnfUiniif naeb jf;

(11.) sf»<*'{J^«»<'*«'-l}.

Wir besebränken tuiu weiter, fulls dies durcli die Uiigleiuliung (10.) Hiebt

sehen tob selbst bewirtet ist, die Zahl x anf solche Werte, dafi

wird; oder was das gleiche sagt:

Das Beatehen der Ungleichung (11.) wird dann a fortiori garantiert, wenn

sogar die folgende atürkere Ungletebwig eriUU ist:

l St*"'*"'
= W^'^"'

Diese ibreiMitB ist befriedigt, weim wir
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das heifit:

(140 *;>ä log

wlhlen uid anflerdeiii

focdern. Diese leiste UDglMcbang iat »ber gleiohbedeatoul mit

(15.) ijri<*'".

Fessen wir sonmmea, m» ergibt eich dee Reanltat:

Die Fnnktion f(z) iit lieber Ton Noll vensobieden, wenn, *9r

geeetst, die Ungleichung

besteht, und sngleieh x mindeatens gleteh der grMeren der swei Zahlen

(16.) ^j-log ^^^t.
. _,og^.

ist*). Die in diesen Bedingungen anftretoide Zahl N iat dnrah Ungleiehnng

(8.) bestimmt, wächst also mit M, Die untere snllasige Grenze für «wird

daher ebenfalls mit .1/ waebsen.

Um uns nun auch wieder ein georaetriscbes IJild zu machen, kon-

struieren ^\ir unter Zugrundelegung unseres alten Koordinatensystems mit

dem Anfongspankt in 'Q die Karre

welche aus für positive .< interedsierL Sie besteht aus den beiden Ästen

*) Di» üogleiehnogen (IS.) braoclMo nieht nMbr btrfieltsidit^ ra weiden, da

flie dunh (14.) benite iberhoU und.

16*
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D

ilfiCnnd (Fig. 2), welche fUr große M aaBerordentlieb Stell anf-

bzw. absteigen und daher in der Figur länga der I'-Kichtung nnr sehr ver-

kürzt dargeatellt werden iiünnen. Auf der .V- Achse tragen wir vom Anfangs-

punkt 'C, aua eine Strecke ab, deren LangenmaUzahl gleich der grüi3i-ren der

swei Zahlen (16.) ist, und liehen dnreh den Endpaiikt F eine Panllele sor

} -Achse, l^eae sehneidet die bdden KnrvenMste in B und E. Unser Satz be-

sagt dann, daß in dem nnL-iidliclieii FlKcben-

StUck, welches links (iiucli den Kurven/.ug

VHEV begrenzt uird. keine NnlUtelle vimi

/'(;) aich tiiidet. Dabei iät za beachten, daü

die Qeiade BE nm so welter naoh reehts

fallen wird, Je grüfler die Zahl A/ gewKhIt

wird, je steiler also die KnrvenSste ver-

laofen.

In dem Theorem, wie wir es S. 100 ans-

sprachen, ist nun von der Geraden HE über-

haupt nicht die Uede, sondern das dort ge-

daehte nnendlicbe FlUehenstaek ist links

begrenzt dnreh die beiden Knrveuäste niid

die Oerade ;r~l. Diese Fläche entsteht

^ ^Ü' ^ aber ans der vorigen dnn li Hin/.nfil}!:en eines

Fläehenstliekes von i'iKiliclini Dimensionen, das zudem ^nuiz im Iiiihtii der

Konvergenzhalbebene liegt. Da eine I hrichlctuchti Keilie in einem solchen

FlMchenstUek eher ttberall regulär ist, hat sie daselbst aoeli nnr eine end-

liehe Anaahl von Nnllstsllen, womit das Theorem vollständig bewies«! ist*).

*) Statt der Gersdra «= 1 IcBnnte oll«nb»r ebensogat x= $ gewihlt «erd«n,

wo« alM iMÜAbig hUHm poiitivu ZhIiI bfidoutel. Im allgomeiian wird sogar die Oenule

«sO soliH^ wias nur wenn die Konvergenzgerade genau durch den Punkt ^ gebt

(tumeiat wird de ihn ja rechts« Insiwo), kann unter Umittänden uF der Strecke AD
(Fig. 2) ein singulärcr Punkt der Funktion liegen und dieser vielleicht ein IhluluDga*

punkt von NiiliHtollpt) sein. .ledoch ist es ohne lnt<>re».<)0, in dieser Kichtung (Iu8 Tlieorem

niögliclist uiulasiseinl zu lorinulieren; weseutiich ist viehuohr nur, daß <lm IvMai/ti' unfnd-

UeAt Oebiet genügend weit rethU Sbtrkmpt keine NuUsteUen mehr aufweint. Insorern

wäre CS auch ganz gleit liciltig. wenn statt dos Punktes C irgendein andrer Punkt V als

Anfangspunkt der .f^-Kourdluateu gewiiiilt würde. Denn wenn auch ^ weiter link«

liagM aolito wi« C ao blaibt eim in baiag wt IS konstraierte K^rve ys^««'' von

einer jjewissen Stelle ab schließlich doch viel weilor nehta, sIs die Knrvo in

bezug auf L, wenu nur Al^Af gewählt wird.
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Wir können unser 'l'licoreni nun Icic-Iit noch daliin erweitern^ tftfl

die Funktion / (.-) in dem besagten (^ebiet jeden beliebigen Wert, wenn

Uberliiiui»t, doch nur <'iiie eiidlii-he Anzahl von Malen annehmen kann.

Denn sei « irgend ein Wert; dann kann die Funktion f(z)—u wieder aU
Dirich^g^ Reihe dargestellt werden, indem der Summand -a^-ar*^
an geeig'ncter Stelle in die anendliehe Reilie ^V.«-*.' eingeioboben wird.

Daher hat die Fankünn f(:)—a in dctn mehrfach genannten Gebiet nur

eine endliche An/.alil von Nullstellen, das heißt aber, die Funktion /*(;)

nimmt den Wert n nur eine endliche Anzahl von Malen au. Wir erhalten

abo das folgende weitere

Theorem: Rate notitemlufe Hctliiitjuny äu/ih; daß ttne Ftinklton f(z)

ßy dt(2)>SN(v) »I eine Dirichlettcke Beihe ealm'ekifU toerden kam, besteht

darin, daß die Funktion in dem ganzen unendlichen Gebiety teefches rechts

von der Kurve

und zugleich rechts von der Geraden x=l liegt, jeden Wert nur eine endliche

Anzahl mn Malen annimmt. Dabei ist wieder der Punkt ^ als Anfangspunkt

des .rtt'Koordütatens^tems gedadtt und M daerf jede beKebye positipe Zahl

bedeute».

Auch hier gilt wieder das in der Fuünote S. 1 10 Gesagte.

Wenn die Bedingung des Theorems auch weit davon entternt ist,

hinreichend m sein, so ist sie doeh reeht ntttelich nnd gestattet in vielen

Fällen ohne weiteres an erkennen, daB eine gegebene Funktion nicht in

eine />// /' AA rsche Iieihe entwickelt werden kann. Dies g^lt hiernach i. B.

(Ör die Funktionen Bin fos : nnd viele andere.

No<'h viel weiter, nnd 8<»gar mit einfacheren Mitteln, gelangt man

bei solchen htrir/ddichQn Üeihen, welche ein Gebiet absoluter Konvergenz

haben. Denn obwohl ja die Korren y»«** sehr stell aufsteigen, gelangen

rie doeh sehließlieh beliebig weit nach rechts, nnd ans^e Untersuehnngen

lassen es also sehr wohl aa, daS eine /)tftcM«Aehe Reihe aoeh Nallstellen

(oder «• Stellen) mit beliebig großem reellen Teil hat; wir wissen nar, daß

dann anch der imaginiire Teil sehr grol5 sein mnO. Hei /'' 'V/,/, /sehen

Keihen mit absoluter Konvergonzhalbebene dagegen können wir ljcwei.>ten,

daß rechts von einer gewissen Parallelen zur imaginären Achse überhaupt
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keine Nnllstellen mehr liegen; ei gibt alflo dann keine Nallatellen mit

beliebig großem reellen l'«-il.

lOis uei n&mlicb 'Q ein Fankt absoiater Konvergenz. Dann iat auub

diu Keihc

abaolat konvergent Man kann daher eine Zobl N ao bestimmen, daß

wird, du wir nntUrlicb wieder c, 0 anuehmeu dUrfen. l^'Ur 9t (2) ;> 9{^ ist

dann a fortiori

(18.) .i;.k.''-""-''"l<il^-.l.

weil Ja die Glieder dieser neuen Keihe klciiit-r uU die entsprechenden Glieder

in (17.) sind. Ferner ist ftlr 9{ (.) > :)i (c) nucb:

;>|c,|- ljc.«-«»--w|

>l«.|-i,K«-'*--*'»'|~Jl<.1

(infolge von (18.)).

ist außerdem noch 'l^O^*^« ^0 folii;t:

«> »•»»

80 daü wir aas der letzten Ungleichung noch erhalten:

l/(*)«*"l> 2 l^.l
- i|c.|.
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Daher iat gewifi f(s) von Null Tenohieden, eobald

wird; oder dnreh Anflöaang nacb 91 (s):

Die Funktion /'(«) hat also gewiü keine NullHtelle mehr, sobald

eine gewisse Or5Ae Oberaleigt. Gans das Gleiche Itft sieh nnn aber, genau

wie an! 8. lU oben auch aof beliebige «• Stellen ttbertragen, so dafi wir

sohliefilich zu folgendem Sats gelangen:

Theon m- Wenn einr Funltion f(:) /«r 91(«)>Ä(J3 in tine absolut

konvert/enle 1)1 rirhlcfscln- lüili,- entwIrkiHmr Lsf. so ffiht e.t :>t jedem Wert a

eine l'unilleh :>ir nnin/iiuireu Adune, rechts vun welcker die Funktion den Wert a

nicht vxi/ir tniiiiiiitut.

Ich bemerke zum Scbluli, daLi die Kesultate dieses Paragraphen sieh

nicht etwa dahin erweitem lasseni da0 eine Dinchldn^ Reihe in ihrem

ganzen Ronvergensgebiet jeden Wert nnr eine endliehe Ansahl von Malen

annimmt. I^iaer solchen Vermutang widersprechen nKmlieh sehon die md/-

liehen I >tri< hl- fsvhcn Reihen, die natürlich in der ganzen Ebene konver*

gieren; auiierdem anter den anendliohen jeden&lla die bekannte Reihe

nmt *

welche für :W(:): >0 konvergiert. Diese hat in flirem Konvergenzgfbi«t

unendlich viele NullstcUcn, nämlich einmal die imaginären Nnllstellen der

Iliriii tnnichcn Zetat'uiiUtion, dann aber auch die imaginären 2sullstellea des

Faktors l — 2'
, das sind die l'unkte
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«4.

Herr Cahm gibt in § 11 seiner eingmiif« «tierfa»! Arbeit eine an-

geblich notwendige und hinrciulu-nde Bedingung dafUr an, daß eine Funlvtion

in eine f>in'rfilel»v.]H' Reihe entwickelt werden kann. Ich werde jetzt und

im folgenden Paragraphen zeigen, daU diese Bedingiiny; in der Tat not-

wendig, aber keineswegs hinreichen<l ist. Ka handelt sich dabei vor allem

um den Nadiweie der Formel

Wie bereit» in § 2 cn>ähut, hat Herr Co/uii diese gliedweise Inte-

gralion der unendlichen licihe nicht genügend motiviert Kr beruft sich

nämlieh lediglieh anf die gleiebmifiige Konvergens und ttbeniebt dabei,

daB lolcbee nor fttr Integratioaiw^e von endHeher LKnge atattbafk iit

Krouecker*) yollends nimmt für die gliedwdse Integration ein Kriterium in

Anspruch, welehes nielit einmal ftlr endtiebe, gesebweige denn fUr anend-

liche Integratiunswege richtig ist.

Herr von ManyoUil") hat die obige Integralformel für die apenelle

DmehlMM Kdbe

wo (f") = log L {/nju) — {) ist (/y,^ ungleiche Primzahlen), richtig be-

wieaen, nnd idne Hedrä^ llfit aieb ohne Scbwieriglceit auf alle aitolHt

IcooTergenten Diridiletttiken Beiben ausdehnen. Nene Wege aber erfordert

der Beweis, wenn man die allgemeuuten DmchleiatAim Reihen ins Ange

faßt. Ich behandle dabei gleieh efai etwas allgemeineres Integral nnd sohieke

Ztmüchst folgenden Hilfssatz vnrann:

II I ifs/idtz: Jiahiiliii jm.si/irf Z<ihleii, <i < /"t m7/c. eine

koinjtle.ie Zahlt deren imigmirer Teä zwischen — ih^ nnd { iht lit'i/t,**')

gät die Formel:

*) siehe did aul .Seile 103 zitierte Arbeit.

**) „Zu Rienumim Abhandlung fib«r die Antahl der Ainnahion uoter doer fp-

febenea Gr.H'c.-' Dieaw Journal II I. J^jH-ziel! Siitn-JT! tV.

•••) sodaU die Zahlen A,4.SR(j>;, A,±3iC»» positiv aind.
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r//V Inteyratiinmn-ge i/i nu/fim]/ ziriir/nn den nngeg«benen tJreuztn ver-

laufen und fpQ^Y) die folgende BedetUm^ hat:

Beweis: Owoli Integnlion Uber die Begronsang des bekannten Reobt«

eckB mit den Ecken

a — «Aj, b — ihif b + ihtf a + iA,,

wo 6>a ud Mob i>9i(;) i»t, erbllt man

a-M| ' dlt *-U|

wo <p (^ly) die angegebene Bedeutung liat, da ja das Reebteck fUr Hi (y) <C "

den Punkt y MawMieltt, Ar 91 C)> dmeblieft. Dm swdte Integral

anf d«r mÄten Seit» von (19.) nttbert rieb mit anbegraiiit waolueodeB b

der NnU, da Ja

ist Das erste nnd dritte Integral in (19.) uAliern sich elfenfalls beittimmlen

GhoKWttrtea, aialiob des lalBgxialea

I - dz, bzw. / dz.

•-<S ' m+tt, *

Bd.U4.lMIS: 16
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da dieae ja offenbar (abaolnt) konvergieren, woianB aogleieh die IJehanpInng

des Hilfs6ut/L-ä folgt.

Mail bracht«', (laß die V^oraussetzuiigeii des Hilfssatzes erfüllt bleiben,

wenn y sieh nicht ändert, aber /*, und Ii, beliebig vergrößert werden. Die

auftretenden Integrale lassen sich noch in folgender Weise abscliätzeu:

'-r •/ '-»Ai-y
t

— *,-rl

(20.)

ebenw «oeh

(210 / l^J^i<

LMltt man daber in dem Uilfenta A, und h. Irgendwie ins Unendliehe

wachsen, so konvergieren die Integrale rechter Hand g^u Null and man

erhiüt die belcannte Formel

^-r''—l-3»f-r'r ffir «(,)>«,

wobei die Voraussetzung A >. 0 besonders /.u beachten ist.

Von jetzt ab verstehen wir in diesem Paragraphen unter

eine solche Dirirlift tschK Reibe, deren sHmtliche Exponenten l, positiv sind,

also sclion Beiieiitet (iniin <i eine reelle Zahl im Innern der Kon-

vergeuzkalbebeuu, so betrachten wir das Integral

X
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Setzt man liier für /'{:) die obige Ivcilie ein, so erhält nmn flir da»

Integral unter der vorlüutig unbewiesenen Ainiahnie, tlaß gliedweiäu

Intagration geistAttet ist, naoh Formel (22.) den Wert

l -lnif(y) liir JR(r)>«,

Wir wollen Jetst nuehwelBen, dafi du Integral in der Tat konvergiert

und den angegebenen Wert hat, da6 somit die gliedweise Integration wirk-

lich erlaubt ist. Ks sei ^ eine reelle Zahl, welche kleiner als " i^t, aber noeh

im Innern der Konvergenzhalbebene liegt. Dann ist nach Formel (4.):

also

E)a die!*e Ki ilif, wie, in § 1 aiisiiriicklii-li Ijciiu rkt wnnle, längs des Integrations-

weges gleieliraHÜig konvergiert, da uuUerdeiu der Faktor auf dem

ganzen Integrationswe^ji; otienbar a!>solut unter einer ciHlliclR'n Schranke

bleibt, also die GlciehmiiUigkeit nicht beciuliusseii kann, au darf man glied-

weise integrittrea and erhält:

Indem man nvn aof die Integrale der reeliten Seite nnsem HiUlMati

anwendet, was flir geaügend grolle A|,/ti erlaubt ist, findet man:

IC*
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odeTi indem man die Integrale mit gleichen Wegen zottammenfafit

:

' * «-f», '

'

-i) _g-A.,.|(«-C)^

Wir wollen jetzt den Nachweis fuhren, daü jede der drei anendlichen

Reiben

(28.) i2(-A.)= l,c;/""'\e-^.<-f>-e-W«-t>)^,
m-th '

(24.) n(M^£C, /''^'\e-M.-C._,-i...(.-;>)^

(25.) «''O-)» i,c; (e^-^"'Ki./')-*^^">(^.+.y))

für Bich konvergiert; alsdnim wM dl« vorige Formel die Geatalt annehmen:

(26.)
/'^"'-~ dz^n(-h,) - ß(/«,) - 2ni *(y).

Sehr leicht gelingt dieser Nachweis fllr die f.'eilie (25.). Gehen wir

nämlich auf die in dem Hilfssatz gegebene Definition der Funktion (f zurück,

HO ist fUr di(y)<.(i durchweg <p(X,y)=^0. Daher konvergiert in diesem

Fatl die Reihe (25.), and xwar i«t 0(/)»O. Fnt fSt(y)>u iit «her

9 (l.jr) da wir aber i<.a vonnageeetst haben, so iat andi

«(y)>?:; «ho
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ZuftammenfaMend erhält iDftn also:

(27.) *C?>-l^(y)nir«(r)>«.

Um min audi die Konvcrgi itz der Kt ilie (23.) zu beweisen, schätzen

wir ihre einzelnen Glieder mit liilfe der i'ormel (5.) folgendermafien ab:

<C / '- -,

—

^
i

-dx

— rf«.

Was hier den ersten Qaotienten ooter dem Integral betrifft, m
findet man

Dieaer Qnotieiit Ulbert sieh «Im mit nabep^nst wadMenden Ai dem Ormn-

wert 1, and swar glelchmäflig fltr alle x des lai^rationsIntmallMi Wenn
daher K hinreiebend groA geirfdib wirdf so ist der fragliehe QnotleBt gewUl

in gaacen Int^grationalntervall kleiner als 2. Ferner istaneh ^^^^^
also folgt ans der leisten UngleiehHagi
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*—
».

<C/ _ (f -e-^"M<'-*))</x=s ( 5 —j I.

Iiier ist aber die reclitc Seite das allgemeine Glied dner konver-

genten Heilie. daher ist aucli die lii'iiu- (23.) absolut konvergent Wir

mils^n nun aber aueli iir»rli bewelBcn, dal! sie mit unbe;?renzt wachsendem

A, der Grenze Null zustrebt. Zu dem Ende s):hreiben wir sie folgemlurmalien

:

(2a)

Die hier auftretende unendliche Summe wird naeh der soelieii gefaudenen

Absehützungsfurmcl ihrer Glieder absolut hüchstcns gleich

Die endliche Stmine in (28.) «ohitien wir dagegen folgendernmAen «b:

<iC 1 / .-^<'-'*'-«»-e-»-+if-'*'-t>| -~f£-—
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Fuhrt nuui diese beidvii Hesultate iu (28.) ein, m ergibt eich

(29.) i2(-A.)< + x^^,

Hierwn folgt soglMeh

(80.)
^Iiini2(-/i0 = ü.

Demi mm kann in (29.) snerst N eo groB wftbleu, dofl der sweite Sttmmand

kleber wird als |f aodaoD /it so grofl, dofi auoli der erste Saniiuuid kleiner

wird als ^.

Qana in gleicher Weise ergibt siuli nun auch die Konvergenz der

Reihe (24.), sowie die BeciehiiDg:

(81.) iimi2(A0=0.

Ua der Aiis(liu(-k II( //,) vom h, nicht abliäiijjt, ubeiiso li.{lh) nicht von

A,, so erhält man jt-i/.t uub Formel (26.), weuu man A, und /i« irgendwie

ins Uueudliclie wach»eu läßt:

J(«) - 2,T t</'(y))

— j«

«limiiC-//,) - limi2(/0 - 2.t /'/>(;')

--2at*(y).

Die Kunktiuii <A>(;') hat dabei den in (27.) aogegelienen Wert, eo

daß wir Aua folgende wichtige Theorem erhalten:

Theorem. liedaitct
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eine lih n lilotscho Rrihe. deren KrpoiienCin eile potUi» stful, ist ferner a

ein reeller Werl «n huiern der Konvergenzhaibebenet eo besieht die Formel

_i /"*"f^ .,_/ 0 für 91 (/)<«,
2«. J »-r"*'"[-/(y)fflr»ö')>«.

Dies ist nun genan die Formel, welche wir auf S. 117 oben durch glied-

weise Integmtion erliielten, womit bewiesen ist, dnU (]ie gliedweise Integration

hier in der Tut erlaubt ist. bemerke wivh, dtiü '/ ganz beliebig iat

und nicht etwa der Konvergenzhalbebene auzugehuren braucht.

§6.

Wählt mau in dem eben bewieaeneu Theorem speziell y^O^ a2>0t

so kommt:

(32) üLt /""(I-^-'-'-Ot-» «">»
m-im

' Un uns jetzt von der Einschränkung, daü die Exponenten l, schon

Olli enten ab poiiÜT sind, wieder m befreien, erinnern wir an die be>

Icannte Formel

W J "t^^^^ mrA>0, a>0,
m—im

die sich übrigens hi ht ms ('22.) gewinnen läßt. Für 1 = 0 konvergiert

das betreffende Integmi niclit mehr, wenigstens niclit in dem Sinn, wie wir

es seither aufgefaßt haben. Wenn wir aber, was vou jetzt ab geschehen

soll, au Stelle der allgemeiDen Definition

»II«»-«

die qieaieUera

(36.) / = lim J

Dlgltizedby Go.
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treten iMseu, so konvergiert du Integral (33.) auch fllr iaO, und so den

bisherigen Formeln tritt noch dieae binsu:

(36.) iip^y -7-Y nira>0.

Sei jetit

eine Iteliebtge Dmei^taolM Reihe, deren Exponenten A. natOriioh wie immer

der GrOfle nach geordnet »iiid. Dabei seien etwa die ernten r— 1 Expo-

nenten negativ, soilanii 0, und endlich alle folgenden Exponenten positiv.

Dann werden wir äckreiben:

Fllr die Integration der drei Terme anf der reehten Seite sind der

Reihe naeh die Formeln (3S.), (36.)^ (32.) in Anwendung an bringen, wo-

durch man erhiUt:

m—im

Dabei ist n ein jxjHiiiver Wert im Innern der Konvergenzhalbebene. Man

beacbte auub, daii lediglich der i<].\poueut 1,-0 dazu zwingt, für das In-

tegral die apesielte Ddfadtfon (35.) zu wthlen. Tritt ein Ei^nent 0 in

der DtmA/teteehen Reihe doht anf, so ist ebenso gnt aneh die Definition (34.)

anliasig.

Bedentet w eine reelle Größe, so ist nach

JrarMirirMidmMlikBd.l84.H*ftl 17
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«ine y>ü-ic/i/etoolie Reih«, und wenn mno auf diene die Fonael (37.) Miweiidet,

80 erhXlt man:

a-i»

2! <\ für < IT < i,,
: l

r-l
1

2: < . + „'r för W s= ilr.
. £

Dies ist nun die Krouechr'Gthennc^ Formel *X die damit zum eiaten

Haie atreng bewiesen ist; fQr 1 ikllen auf der rechten Seite die Summen
natürlich weg. Ahiilicli wie die Koeffizienten einer Potenz- oder Fourier'

selten Reihe aus der dargestellten Fnnktion mit Hilfe cIik-s bestimmten

Integrale bereohnet werden können, so werden durch diis obige Integral

die Koeffizienten einer Jhrkhldiclieü Reihe eindeutig aus der Funktion

bestimmt Aber aucb die Exponenten 1. sind durch das Integral gegeben;

sie sind nimlioh die Unstetigkeitsstellen des Integrals als Fnnktion von w.

Wie Formel (38.) weiter zeigt, nimmt das Integral an besagten UnstetigkeitB-

oder Sprnngstellen den arithmetischen Mittelwert zwischen reclits und links an.

Im Anschluß an Herrn Cohen können wir diese liesoltate zu folgendem

Theorem formulieren:

Theorem. Eiiir notin lulojf lii diitijniKj dn/är, daß dif für J)i(-)>J>ü
regultire FutdtHou /(c) für 9l(;)>rf m eine Reihe der Form

eiilicickeU uerdeu kiuiu, itsklU durin, duß ihis Jntcyrul

'iniJ
•-Im

für ny.-'>y kouivrgiertf vou o(>(V) niin/dKinf/i;/ isf und, weun w eine beliebige

reelle Zahl beHentetf die folffetuien Eigemtdut/teu luii:

*) Ist w niebt einem Exponenten K gleich, so darr du Integral wieder b den
allgemoiiieren Sinn (34.) verstunden wcnli ii. ßoi JCnmeeker und Ilena üuheit iit der

FsU w— X, abrigens gans auJJor acht gelaaseo.
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1) es ist konstant (vr i,_|<tt><;4n

2) i\< i^'t fjhlch Salt för ir <' )..,

3} es hat an den Sj^ining.stei/cti den iirdJniuli.sduu Mittelwert

zmtehm mA» und tmh,

Herr Cohen hlU diese Bedingane^ flllsehlioberwdM «ach für Mn-

reichend. Allein sebi dahin zielender Beweist in § 11 a. a. 0. ist in nehr

als einer Beziehung manffclluift, mul inli werde jetzt den Nachweis flllireni

daä die Bi-dingung des Tlieurenis in der Tat nicht uusreicht.

Zu dem Zweck unterauclien wir die »|)e/.ieUc lhnrkU'(m\iQ Reihe

(39.) /•'(.-)- if.t--'-',
1=1

deren Exponenten ä, darch die Rekaraionsfornieln

(40.) Ä, l; ii, — ii.-if j,, ; + 1 1+^,

beuUmmt sind, und deren Koeffizienten die \\ erte

(41.) <!t.-i= «*»-S c„=

Ittben. Da wegen (40.) die Zahlen 1, mit n anbegrenst nmehme», so

handelt es sich wirklich am eine Dirichfet^chi Ueihe, und von dieser sollen

jetzt die folgenden Kigenschaften nachgewiesen werden:

I. «ie konvergiert filr 'K(j)>1, divergiert fUr iH(3)<l,

II. die dareh sie dargestellte Fanktton F(z) IttOt sich eindeutig ttlier

die KonvergMisgentde naeb links fortsetnen mindestens bis aar Geraden

91(0=0 nnd ist fllr »K0>0 ttbemll regnlMr,

III. das Integral

z

hat flir '/> 0, nieht blo0 für 1, alle in dem obigen Theorem angegebenen

Kigenscbaftea.

II*
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Wttrc nnn die in beBagtem Theorem als notwendig erkannte Be-

dingung wirklich jiuch liinreicliend, so würde aus den KigenseVtaften II.

und III. folgen, daß die Funktion /'(-) siel» für ?K(i)>-ü in eine /sehe

Reihe entwickeln XtBit, Diese kann dann einerseiU nicht mit der Reihe (39.)

überelmtlmnen, da letstere ja nnr fitr 91(£)>1 konvergiert, andrenaeita aber

auch nicht von (39.) verschieden sein, da sie im gemeinsamen Konvergenz-

gebiet ^H(:)> 1 die gleiche analvtische Funktion danteUt Unsere Annahme

führt somit auf einen Widerspruch.

Es liandelt sich also jetzt nur nocii um den Nachweis der Kigen-

aohaften L-III. Non folgt ans (40.):

-II

und hieraus wegen l,»! sogleich

(42.) Ata<.,>«+1.

Nach der Definition (41.) ist

and folgUeh kann fllr ai(«)<l die Reihe (89.) jedenfsUs niebt konvier-

gieren, da ihre Glieder dann mit wachsendem Index nicht den Qraiawert

Nall haben. Fttr 91(2)>1 aber ist mit Rücksicht auf (42.):

«nd weiter

Daher konvergiert die Reihe (39.) fttr 9t (;)> 1 , «ad xwar absolut.

Faßt man in ihr je zwei Glieder «uammen, so entsteht:
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nml

oder wenn man ftlr die Koefflcienten ibre Werte m (41.) dmetst:

(48.) h\z)= J;^i«.-i(f-i».-i»_e-»fc').
•»I

Von dieser neuen Reihe kmnn dmi nun seigen, dafi eie bereits fllr

?){(c)>0 konvergjert. IUt ahsoliite Wert ihres allgemeinen Gliedes llOt

«ich lUünUch fllr 9%(2)>0 nach Formel (ö.) in folgender Weise abschtttzen:

1*1< <?**•-!( 1_e- < )«w)

<4*j-j '**•-'(*.. -A.i^.)91(0-j-|(A,.-i,»-,)€^'--'.

Nneh (40.) ist dies aber gleich . Man erhält also fllr den Rest

der Reihe (48.), wenn (0> 0 ist:

(44)
j £ *'^.-.(r-''.-«'-e-'«.')l<M I: J.< A

*

Die Reihe (48.) konTergiert daher fllr 9i(2)>>0, and swar in jedem

endlichen Gebiet (jlekhmnßüj, Sie stellt also eine fUr ^)^(.-)>0 reguläre

analytisrlie Funktion dar und liefert, da sie für ^)i(:)rv'l "lit der Ueilie (39.)

Übereinstimmt. dertMi unulytischc l'ortsetzung tlber die Konvergenzgerade

hinaus. Hiermit sind bereits die Bchaaptungeii 1. und II. bewiesen.

Was nun das Integral

betrifft, su hat es nach (38.) jedenfalls fUr <' 1 die behaupteten EigeU'
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Bchafteii, weil ja /•'(:' fllr .'){(r)>l in eine l h'n'i/t/r(Ache Reihe eötwickelt

werden kann. Wir brau< lu n (lenuiach nur noch zu beweisen, daß aach

fÖr 0<6<1<« die Gleichung

(45.)

.+1»

dz

Btatt hat. Wir betrachten zu dem Zweck daa Integral

D i
•>

} b a

1 B
Fig,3

entreekt Uber die Begrennmg des Rechteelu ABCD
(Fig, S). Da der Intesrand in d«B B«drteek md
auf seiner Begrenzung; rcgnlSr ist, so hat das Integral

den Wert Null. Die (»leiclinng^ (^ii.) wird (ialicr be-

wiesen sein, sobald wir zeigen können, daß die Inte-

grale Uber die Wege .l/< und />(' gegen Null kon-

vergieren, wenn AB vnd DC sich nach antea bsw.

oben nnendUeb entfernen.

Um das Inte^^ral längs AB kq nnteranchen,

dürfen wir flir /'(-) ^^^i^'^ (^3.) einsetzen, da diene Ja fUr 8t(0>0
gültig ist Ks kommt dann:

"-' /b
'

AB

Das letale dieser Integrale wird nun unter Berieksielitignng TOn (44.)

absolut kldn«r ab
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Die endlielie S«nme dagq^n MhAtzen wir folgenderawSen »I»:

'I *

AB * '

Bedeutet h dun Abataiid der Seite Ali vuu der reellen Achae, m
iit der leMe Amdnick; Icleiner »1«

Ifan erhalt «ho «uammeiilMMiid

A3
*

woraus fulgt, daü sich das integral mit wachsenden) h der Grenze Null

nXhert. Denn man kann suerst N so groß wählen, daß der zweite Somniand

recht» kleiner wird als sodann h so grüß, daÜ auuli der erste Sunimand

kleiner wird als

Die gleiclie l)cduktit)ii <j;ilt auch für Am Integral iMQga 7X7, womit

dann alles bewiesen ist, was wir behauptet hatten*).

•) Ein weiteres Heispiol dafür, daß die BediiiRungon das Theorems nicht hin-

reichend sind, Teidanke ioh einer hrieflichea Mitteilung den Uenrn Londaii; es ist

die Funktion

7
«ean nao etwa nimmt. Znm Beweis mnB natüriieli die Tlmwi* der JNifMaMi-

ssImb Zetafuoktion henwgMogaiB weiden.
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Herr Ca/fn niacht in § \2 a. a. ( ». nocli die folifeiide HemerknDg.

Wenn a nnd b dem Innern der Konvrrgeii/'.liulbebcne einer / iin'i/iletttitM

Reihe fQi) angehören, und 0< 6< a ist (Fig. 4), so i»t nach (3b.)

0

Ü t

b a

A B

m-l» »-«

Darana folgt, dafi f•¥ ft wenn AÄ md CD sieh

uuendliclt eiitfemeu, gegen Null konvergiert, Anf Grund

anaerer Analyse in §4 kann man aber leicht noch mehr be-

^ weisen, da8 nlmlich jedes der beiden Integrale /* nnd /*

für »ich gegen Null konvergiert nicht bloU ilire Sunune. Doeli will ich von einem

ausführlichen Beweis dieser Tatäiielie »bselien. Herr (.'aliea beliaaptet uau

aber weüer, weil er die Bedingung dea Tbeoresa anf Seite 184 fir hin»

reiohend bilt, noch fblgendea (a. a. O. $ 18): »Wenn sich f(s) fltr 91 (s)> a

in eine DmcMOu^ Keihe entwickeln 1110t, nnd wenn aaSerdem /+ f gegen

Null konvergiert, sowie .1/^ und CI) »ich unendlich entfernen, so konvergiert

diese Dirithlt-twihe Reibe aauh für .K (.) 2> b.* Dieser Satz de» Herrn

Cahm iit dareh daa Bdipiel der Reihe (89.) ebenfalls ata unrichtig nach*

In § 17 a. a. O. sagt Herr Cohen weiter: „Wenn zwei DiriehtefuAn

Reihen für '){ (-) :> <) konvergieren und beide ein Gebiet absoluter Konver-

genz haben, »o ist auch ihr Produkt eine I nric/tletuche Reihe, die tUr

})t (;) > J konvergterL" Den Beweis stutzt Herr Cohen weaeatlieh auf den

BUTor erwihnten vnriohdgen Satz. DaB letzterer nicht genügend bewiesen,

also swdfelhaft ist, hat kürzlich Herr Landau konstatiert*). Nachdem der

Satz aber nnnmehr direkt als falsch nachgewiesen int, erscheint der daraus

gefolgerte Produktsat/, nur um »so utmirlierer. Doch gelang es mir nicht,

ihn durch ein Beispiel vollbtiiudig zu widerlegen**).

*) In der aof S«it« 95 sitlerten Arbeit, § 0.

**) iDswMcben wurden nun die dabin »eleudcn Bemühungen des Herrn Landau
von Erfolg gekrönt In § 14 seiner während dea Druckes dieser Arbeit erseUeiMnsii

Abhandtang «Bwtrige snr saaljtiiebea ZsUentheoris* (Reodtoontf del einolo Baatomstio»
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Ich bemerke som SeUiiB di«8er EntwioklaDg, daß ueh du all-

gemeinere Integr«!

wo ,(i eine reelle Zahl 1 bedeutet, nach Einaetzung der iJirU/ilelichcti

Reihe für gliedweiae ausgeführt werden dar! Der Bewds bleibt ganz

der glelehe, wie wir ihn Ar iu— l darebgefbbrt haben.*) Dagegen ver-

aagt unaere Methode flir /*<.!. An Stelle des aaf S. 119 unten be-

traebteten Qnotienten tritt nlffllicb jetst der aligemeinere Audniok

und dieser bleibt fUr u <C 1 mit wachBendem h , nicht endlich. Damit föllt

der cranze Beweis, und es bleibt Unentschieden, ob aach für <1 1 die glied-

weise Integration gestattet ist.

leb wende mich uun zu einigen weiteren Formeln, die sich ebenfalls

mit nnsoreiebendem Beweli in der Arbeit dea Herrn Cohen finden. In § 13

behandelt Herr CoAen «nen dgentHmlieben Znaammenbang swiadien iwei

verschiedenen Din'rh/efachen Beihen.

Sind in der Beibe

alle Exponenten ^ poaitiv niid beseiebnrt man mit

di Palermo, tomo 26 (19(J6)) hat er aetar Bcnutsiiiig Mher vou ihm «riiogtar TmI-
fNoltate den CahmKhon l'roduktsatz wirklich als unrichtig nachgewiown.

*) Fär |i> 2 liiit sich der Beweis sogar sehr viel einrachor fähren, auf Grund

dflrTalHÖha^ dsfl daon das Integral sbaolot konvergiert» was für im allgemeinen

khC der Fall ist

limiiMlfiirKalliMillkBd.lM.HeftS. 18

l^-''*.-C|
I*—<A,— jd*'

$ 6.

(46.) b1
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(47.) /«.-loga.

den reellen Lu^rarithmu» vuu A., 8o wäcbüt mit auch /j. monoton ins

Unendliche und folglich ist

(48.) Ic.e-'^''-'^^^

ebentuUä eine l)uirhlet>,c\\ft Reihe. Unter der Voraussetzung, daü diese

lästere nicht flberall divergiert, also etwa fUr .'H(^)><(^0 koovergiert,

beweist Herr Cahm a. a O. § 18 gans riditig, da0 die Rdhe (46.) mindeatei»

Ar 9t(«)>0 kottvergiert Ans der bekannten Formel

«

Bchliefit er dann durub äummation sogleich fUr

Diese Vertauschang von Summe und Integral ist aber aUfl swei

Gründen unstatthaft Erstens nämlich wegen der oberen Inte;rr)\tioii.sgrenze oo,

tllr welche ja die gleichmäßige Konvero;enz nichts mehr nützt. Zweitens

aber auch wegen der unteren lutegratiunsgreuze 0; denn die Reihe F(x)

konvergiert im allgemeinen nur flBr x>>0, wShrend sie Ar x—0 sehr wohl

divergteran kann.

Herr Qxhm knilpit an mba» nnsnreieliend bewieaene Formel noeh

die folgende Bemerkung. Da das Iniqpfml

y"f(«)Ä-'rf«
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Ar fSt{s)>a den Wert r(z)f(z) hat, also jedenfalb existiert, so kann Fix)

flir xtmO niclit so ataric miendlicli werden wie wie iclein aneh die

poaitiTe Zahl « i«t; f (x) icann aber aneh endlieh bleilran.

Korrekterweiae mttflle man jedoch gerade nmgehehrt verfihhren: Zn-

ent iit direkt naehanweiaeDf da0 F{x) fllr «= 0 von geringerem Qrad nn-

endlieh wird wie nnd darana folgt dann erst, daft das fragliehe Integral

mit der nnteren Qrense 0 ttberhaapt dnen 8inn hat

leh »chieke folgenden Hilftaata vorans:

HUfttats:

Sind A poeiHtv Zahlen^ 40 be$teht die UngtetehuHtf

(60.)
/**»«•-• e

- " rf«< e-* 4 ' /'^ .

Beweis: Bedeutet ß eine positive Zahl, kleiner als 6, so ist

SS*-»'.
/•(«)

Wtthlt man spenell ~- , so entsteht hieran« die gewünschte Ungleichung.

Wir nehmen jetzt an, die Reihe (48.) sei fllr M (.) > a > 0 kon-

veigeuL*) 13edentet dann < eine beliebig kleine positive Zahl und setzt man

(51.) i;c.c-''-'**"«c;, c„=o,

Dsmit aoW nicht gewogt mo, (Uli dio R«ihe für "Ü (2) <^ a üivergiort. Liegt

die RooT«q!eingerMle aieht links von <i«r Inaf^iiiran Acbse^ ao lumn a lof der Koa-

vergeiizgonwion aiigcnoromoii wonlpii. AiKlrrtir.ilts iiiiiß a reohts von ihr licigen« ds in

il«D fttlgendeii Aiulührungea a nickt negativ soiu kann.

!«•
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(62.) 1C,|<C,

wo C von iV uitabliäiigig ist (nic)it aber von t).

Um jetzt die Konvergenz der Reibe (46.) zu onterMiohen and zugleich

ihren Best pagaend ahnuchitnii, aeien N nnA M beliebig« Indises und

M>N^O. Dann i«t für reelle poaitive«:

•=#•1-1 mmlf4-%

also mit Rücksicht auf (ö2.):

(58.)

Nun ist aber, da wir j-;>0 vorausgeaetzt liaben,

< («+
«)

y***'
H-+'-V—rf» +«/*^* '«•+•«—rf»

.

im 4

Daher durch Summatiou nach u:
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Hii:r wird aber die rechte Seite noch vergrJJBert, wenn die obere

Grenze der Integrale ins Unendliche gerlickt wird. Unter Anwendung der

Formel (60.) erbXk maii d«iii:

^ |ii:+'e"*-*~A;+f«r*-*«'|

^/ . X -1 ' ''(" + 0 . ^1 f(n \-

'

Fuhrt man dies in (Ö3.) ein, so kommt schließlich

(54)
' (2)

Da die rechte Seite mit wachsendem N unter jede Grense sinkt, wie

stark auch gleichzeitig M wtfchst, so folgt, daß die lieihe

(46.) /'(;)= i-f,«-*.'

fllr reelle positive Werte der Variabein - konvergiert. Als htnchklache

Keihe konvergiert sie daher mindestens fUr ,)i(:)>-ü.

Au (54.) folgt dir lim i/ssoo;

(55.) 1,=4,.'-* "'i
<3fV»-+" Jil^« +

:
+
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und daher tpesieU för 0:

(66.) |/'(«)|<8C>-''T ''^'^'tii+Ci?*'*-»«-.

(2)

Daraus geht sogleich hervor, daß das Integral

J'F(x)3c'-'dx
w

ßr (i) > rt + « existiert, sdhst wenn die Ä«Ä* FQe) fSr xtmO gar nicht

me/tr IconvergierL

Am der fitr 1RC2)>0 gUtigea Formel

(49.) I\z)e-'—^ y*V-'«-'-'rf*
u

folgt duruli Sammatioii uach u:

/" "(/•'(«)- ß c. rfar.

FUr 9i(«)>a+c kun nwn itatt deaeen aehreiben:

mml ^ y •=#"•1

Das letzte dieser Integrale erweist sioli aber, wenn mm den In-

tegraadeu navh Formel (öö.) abschätzt, als absolut nicht grüüer aU
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D

M sinkt also mit wachsendem N anter jede Grenze. Daher folgt

»-m «1-1

oder, was wegen (48.) dasselbe isl:

Diese Formel gilt nun für + da aber* bilieblg klein sein darf,

so gilt sie jedenfalla fUr :){(•;);></, womit die Formel des Herrn Cohen in

aller Strenge bewiesoi ist

Die Gleichiuig (57.) läBt sieh leieht etwas Tenligmieuiern. fiedeolet

Dünlieli y efaie positiTe Zahl, und seilt man K m Stelle von so kommt

oder, was dasselbe sagt:

Dies gilt für m(yz)>a, da ja die Reibe f^vz) flir fH(v-')>a>0

konvergiert Setzt man - an Stelle von so kommt schließlich
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eine Formel, die wieder tUr dt(c)>>a gilt. Dies ist die gesachte Ver-

allgemeinerung von (Ö7.).

Ein «pesieller Fdl der Gleichung (58.) »pielt in der Tlieofie «lir

Rumanm^nesi Z^aftmktioo dne Rolle, woni inde» folgeadee m bemerken iit

Setat nwn c;»!, i|,=n, m wird

D» dieae Reihe für St (c)> 1 konvergiert, so ergibt die Formel (58.)

für

(69.) '*Q^^*>=y G^/"^')*' " *«w>«

Rimam und Mine Nnchfolger gewinnen dieae Formel lediglich durch

anendlichc Samnmtion «u der Qleiohang

und benut/.en spitter zur Umgestaltang des Integrals (5ü.) die Trans-

formationsformel

(fio.) i l + 1 / ' (1+2 i ":')

.

Diese ralllSte imiea schon viel früher lieranjjezogen werden. Denn

bd dem Integral (ö9.) liegt gerade der Fall vor, daii die in dem In-

tefranden anftretende Summe
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an der noteren lutegratiousgrenze j-sO nicht mehr konvergiert. Die Exiatem

des Intej^rals (.")0.) fUr ^){ (r) > 1 kann dann inanj^els der allgemeinen

Methode, die ieli in diesem Paragraphen auseinandenset/.te, Uberhaupt nur

mittel» der Formel (60.) nachgewiesen werden, welche eben zeigt, daß die

iSumme (61.) für .v^-^ nur so starit unendliuh wird wie -j^. Die Trans-

formationftformd iBO.) niUßte also bereits an einer früheren Stelle benutzt

werdcu, als dicü durchweg geschiebt, nämlich schon /.um Beweis der

Gleichoiig (Ö9.), uicbt erst zu deren weiterer Umformung.

Das gletehe gilt mich von den entsprechenden Entwicklangen, welche

in den Arheiln flher nllgemeinere Zetaftuktionen von Upschit^t £jm^**),

Htr^lotz***) vorkommoi.

§ 7.

Herr (Jähen gelangt in § 16 a. ». 0. su der Formel

welche gewissermaßen die Umkehmng von (57.) ist, indem F(«), a

die gleiche Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen.

Er geht dabei aas von der bekannten Gleicbang

(6S.) e-'^^j'^" iXz)a:~'dz,

wo fUr die Definition di-s Integrals die Formel (H4.) gewülilt werden darf

(S. 122). Setzt mau it.,r an Stelle von .i , so kommt

(64.) <rV = -^i^y'"" /•(«)*-«i»a;-</j.

*) IJntersuehungea der EigeDschaften einer Galtang von unendlichen Rcibeo, § 2.

DiMW Journal, Bd. 105.

**) Zar Theorie allgemeiner Zetafunktionon, § 1. Math. Annal., Bd. r>ti.

***) Üb«r di« analytiflohe Fortsetzung gewiaser DiritUetacheT Reiben, § 2. Hatb.

AnniL, Bd. 61.

Jooad lir Mslinmtik 184. Heft 2. 19
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Durch nnendliehe SaDmation entsteht hiervu die gewOmohte

Gleicliung, sofern anf der rechten Seite die VertaaMhnng TOD Somme nnd

Integral gestattet ist. Da Herr ( 'a/wii aber die wegen der nnendliclien

billige de» liitegrationsweges wieder diirehaus notwendige Hegiühduiig dieser

N'ertauächuug unterläßt, so ist »eiu UeweiH wiederum nicht eiuwundtrei.

Bekanntlich gilt die Femel (63.) und fulglicb aneh (64.) fllr alle

komplexen Werte von x mit podtiv reellem Teil, ond swar ist anter 4r* der

Wert er'^' an Teratehen, wo der Imaginire Teil von log« awieohen

— ^ ond 4- liegt Im selben Umfang wollen wir jetit anoh die Gnltig-

keit von (62.) nachweisen.

Man erluat ans (64w):

Hieraus folgt aber aofort 4|e gewttnsohte Qleichnng (02.), sobald ea

gelingt SB beweisen, da0 das Int^|;ral

(66.) /'(5)( i- c.e-''.->r'rf5

existiert nnd mit waohsendem N dem Grenawert NiU anstrebt

Naeh Voraassetsnng ist 6>a, nnd die Reihe /(«) konvergitft für

^(z)>a. ßedentct also u eine reelle Zahl awiaehen a nnd 6, so kon*

vergiert die Reihe / Daher ist

wo C von jV nicht abhängt Durch partielle Summation folgt für dt(2):>^:
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Alio, vrenn man diu Glieder der Samme nach Formel (ö.) abschätzt:

Liings des Integrationswe^ts dus Integrals (G5.) ist min

9{ (2) = >> ^, also «ifolge der ebeu bewieaeiien Uugleichiuig auch:

I
i" f.t'-

I
< 2r ~

^' c-
M -""^

Daher existiert gewifl daß Integral (Cd.) und i«t absolut kleiner als

(66.) ^ ' / 1 '
'(/'+»«)*"***"*(*+»«- Öl

' '—

»

jiofi'i'/i nur i/ii'.<i.-; Itt:tf liiti't/rdf, in-lcln:-; m/i A mcli/ w'/ir (ilih<iiiijl. kon-

vertiert. Üicä ist aber wirkliuli der Fall. Ueiiii erstens beweiat man leieht

die Uogleiohsng:*)

I
r(b + .«)|< (A+ i «- ^

"1

wo 0 von " niclit abliiinu^t.

Zweitens ist, wenn x — \j\e"* gesetzt wird:

Dabei bedeutet den innginBreu Teil von log^c, m daß nacb VorMU^

aetrang -|<*<j ist

*) Vgl. A'itUt», Haadbuch der ThMrie der OkmmafuDkUon, Lei|nig 190C; 6. 97.

19»
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Drittem irt aneh

ZmammenfiMtead erhXlt nuui abo:

I
/•(*+ »«)«-«»*'"'(*+»«-0|<(* +|«|)** -i«-**-G

Dieser letEte Anadmck ist aber wegen |— 1^|>0 T(m »voobis

+00 inlegrierliBr; also ist es aach der erste, womit gezeigt ist, daß das in

(66.) auftretende Integral konvergiert Igt £1 sein Wert, so existiert also

anch das Integral (65.) und ist absolut Icleiner als

Da dieser Ausdnutk mit vraclisendem M onter jede Grenze sinkt,

weil jn 11 \ on iV niobt abbiUigt, so ist damit anser Beweis der Formel

(62.) bi-eiidet.

Ich muchte zum Schluß bemerken, daß wir die Gleichung (62.) fUr

alle komplexen x bewiesen haben, deren reeller Teil poutiv ist. In der

IttTeisen Formel (67.) dag^en kommen mur reeUe posillva x in Frage.

Dieser Gegensatz verschwindet, wenn man bemerkt, daß das in (57.) aof-

tri'teiide Integral statt läng» der reellen positiven Aehse ebenso gut lünga

eines beliebigen anderen vom Nullpunkt aiishiiiU iiden Strahles gcflllirt wt-rdi n

darf, der mit der püsitiven Achse einen Winkel kleiner als ^ bildet Mit

anderen Worten, es gilt ancb die Formel:

fttr alle 9 swischen — j and + ^1 die Qrensen aosgesoblossen. Der Beweis

ergibt sieb gans wie im yorigen Pangnpbenf wenn man bedenkt^ da0 Ar •
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Im lateipial (49.), welehes die GMumafanktioo daratelU, l»ekaiiiitlie1i dieser

Integrationsweg zulässig iät. Bei der uaendUohen Snmmation macht dann

namentlich wieder das Verliulten von F(x) Schwierigkeit, wenn sich längs

diesen Strahlen dem Nullpunkt nähert. Doch läßt sich dies Verhalten ganz

aualog bestimmen, wie wir es S. 134 f. für die reelle Achse getan haben,

worMS denn Iddit die gewBnselite Forael (57 \) folgt.

Nachtrag. Während des Drackes dieser Arbeit eidcliicaen zwei kleine

. Noten de» Henm J. Iktdemard, die ileli mit dem in § 4 nnd 5 bebendelten

GegeDBtmd befsssen*). D« Herr Hadtanard daselbst einleitend belumptet,

DMi kttnne die Lücken der CahcnscMcn Beweiafllbrong ganz leicht besagen
und die ('irlii'ii»c\\en Bedingungen dahin ergänzen, daß sie wirklich notwendig

und hinreichend seien, so scheint es, als ob er auf wenigen Seiten weit

Uber meine Kcsultate hinanakonimt. Aber dem ist nicht so; denn Herr

Hailamnrd macht alsbald die sehr weitgehende, weder von Herrn Cohen

noch von mir gemachte Kinschriiiikuiig, daß der Quotient einen end-

lichen Obererl Limes hat. Nur unter dieser Voraussetzung, durch welche

beispielävveise auch die E.\istenz einer absoluten Kouvergcnzhalbcbcnu

involviert wird, gelingt es ihm, die oben gefandenen Eigenschaften deelntegnlB

nachzuweinen. Was dann die verbesserten notwendigen und hinreichenden

Bedingungen betriöt, die Übrigens, nachdem sie in der swtiten Note wegen

eine» vorber begangmen Feblers noebmali dne Ergänzung ef&brea moAleo,

last auf eim Tautologie hinanslanini, ao gdten sie natOriieb anob nur auter

der gleichen Einschränkung. Für die allffinmöten Dtrirfilrt^eheia. Beibea

dagegen wird doroh die HadamardMho Analyse absolut mcbts gewonnen.

*) In seri« de JHriekIte*, ud: nRertülmtioii ila nots ,Mur Im sMsb de

DMeAta**. Readioonti del ciroolo matematiM dt PaleniM, Bd. SS (1908).
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Ol)6r lineare Differentialgleichung»!! mit algebraischen

Koeffisienten.

Zmtx sa den AbbAodluDgen deB Verrattserx in den Dändeii 123 und 186 die«« JoariMils.

Von Herrn /.. W. Thomr in Greibwdd.

Hs werden EiQscliruiikuD<;pn, welche bei der Zcrlegunu eines homonciien liiie.iroti

DUhwntialausdruckes mit algeMraischen Koeffizienten in Abhamllung Md. 123 genuulit

waren, hier boaeitigt Dabei kommt die Arbeit in Bd. 1:26 Ober elgebraiMfae Funktionell

iu BetrKcfaL

1.

In nd. 123 S. (»K Z. I von unten werde stjitf eine Konstante" die Vorallgo-

moineruD^ gesetzt: „c ein ganzer rationaler Ausdruck von s hüch^tens (ja— 2)-tcD (irades

mit kooaluten Koeflisienten". Hierbd bleibt dae S. 7H Cesagte bestehen. (S. TS Z. 7

von unten ist vor .der KoefUzienf einzuschieben „bei /f^l"). Bei BestimmunR der

deterniiDicrenden t akturen wird der nach Nr. 6 II (' zu ermittelnde Teil dann vull-

stlodig baatimmt
2.

Eis wird nun weiter Tonnsgcsetzt, daü die in Abb. Bd. 123 in den Koeftinenteu

der DiffereotiaJgleiehanK vorkommende algebraiaelie Fnoktion «eine froMcitenehe Fbnktion

ist, über welche die Abhandlung des Verfiuwors in Bd. 12t) handelt, d. h. eine ganze

algebraische Funktion, bei weicher der außerwesentlicbe Teiler der Diakriminaole den

(joadrat «inea Polynome iat mit Iiinanfaktoren, die anterajoaBder vnd tob denan daa

wesen{Iii-hen Toilors vcr.tchioden sind. Bei j-=:cx; irffiHi' diese Funktion n rollende

Bedingung. Wenn «('=:«' gesetzt i«t nach den Angaben in Abb. Bd. 123 8. IG,

ao aoUan die bei issO «BdlicheB Zwaiga von • entweder fBr (sO antaninandar var>

adnadaa sein oder die Bd. 128 8. 72 angegebene Bediu^^ung erdillen.

Man kana nadi den in Abb. Bd. 126 S. 69 üeeagteu vorauaaetceu, daiS eiue

aoldia algabrdnoho Fnntttion * in die KeafHiieBten der Diflisnntia]g|eiehuB( eingefahrt

sei. Bei Bestimmung <ler determinierenden Faktoren wird der bei j-=oo nach Abb.

Bd. 123 Nr. 6 III xu ermittelnde Teil jetzt eindeutig erhalten. Em ist dann noch die am
Sehlafi von Nr. 6 tll angagalMBe Badtagong la «rfUIen.

In dem Falle .«*

—

P(j-) =ü, wo /'(-r) ein I'olynorn von mit einf:ic{icii I.iiienr-

iaktoren ist, liat * die ang^ebene i:iigeu«chaft, und ea ist der in Abb. Bd. 123 8. 76

«afjpatellto Ar die Rngniaiilit dar liBaaian DUbnnttalglaiolrang UnraidiaBda Typna

aaah dam dort 8. 79, 80 Geaagtan «i^di dalBr notirandig.
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen«

ie früher iu diesem Journal vorgetragene Theorie wird in Nach-

ateheudem vervollständigt. In den Koeffizienten der linearen Differential-

gleichung aoU rational neben der anabbängigen Variablen eine KronedtemAe

ganse algebniulie Funktion vorkommeii (siehe die vorbergdieiide Arbeit).

Nnia wild in Nr. 1 der allgemdnale Typne dnei regvUren lineareii DiffiBrential>

anadrockes anfgestellt. Alsdann enthält Nr. 2 die Zerlegung eines homogenen

linearen Differentialausdruckes mit Koeffizienten der genannten Art in ein

System, dessen erster Bestandteil ein regulUrer Differentijiliuisdnirk von all-

gemeinstem Typut> ist. Uierio liegt die Verallgemeinerung der in der Ab-

Imdliiiig de» Verfnaert in Band 128 Nr. 7 aageatelUen Untenaobimgeii.

Im AmeUiii) daran itdien in Nr. 3 und Nr. 4 wdteie Bemerkungen cnr Inte-

gratioa ?oii einselnea nnd von aimnltaneii linearen Differentialgleicbangen.

1.

Der «HgmwMte T^ypus eines regulären JJ^erenHalauailrueke»,

Der IMIßBrentialaiiadnick Ii. x) ist

Nachtrag zu frühcrca Abhandlungen des Vnifinemri-

Von Hann L. W. Uom^ in Oraifiiwald.

(1.)

Die Koeffizienten p haben die Form

(2.)
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worin die //(.r) und A'(.r) ganze rationale Funktionen von '• ohne gemeinsamen

Teiler sind, ä eine Ki-o))crkcr»cht ganze algi braiaclic Funktion aus einer

irredaktiblen Gleichung a-ten Grades iüt (biehe Abb. Bd. 126 dieses Journals

md die Iimt Torbergehende Arbeit). Der anAerweieiiäidie Teiler der INs-

kriminaDto von « ist das Quadrat eioei Polynons

dessen Linearfaktoreu untereinander niid von denen de» wesentlichen Teilers

verschieden sind. Hei einem Punkte .r= ^ (3.) sind die o Zw eige von .v, s,

bis einwertig; dieselben nehmen in = ^ bezüglich die Werte ^„.Sjbis S,,

an, von denen S, bis .s,_, untereinander Tenebieden aind, 'S„_i = \;

Kin „im Bereiche von ^ regulärer linearer Differentialausdruek" ist

iu Äbh. Bd. 123 Nr. 2 definiert. Au die dort gegebeneu Untersuchungen

aeUieHt lieh das Folgende an, um den allgenMinsten im Berdehe Ton s

regnliren DiffBreotialansdnclc (1.) m bildoi.

I. Zufolge der Resultate in Nr. 2 I und II a. a. O, ist bei einem Punkte,

in weleliem die Diskriniinante von s nicht versdnv indet (a. a. O. II A.), oder in

welchem der wesentliche Teiler der Diskriminante versehwindet (a. a. ( ). II H.)

für die Rcgularität von i^l.) notwendig und hinreichend, daii in der

Nenner AT^x) höebstens in a-ter Ordnung Null wird.

Es irt nun der Ausdruck Ton jd, bei einem Punkte xssb m ermitteln,

in welebem der auBerwcsentliche Teiler der Diskriminaote verschwindet

/», sei der Ausdruck (2.), A', (t) = (./_ (.r)
, /{,{/>) von Null ver-

schieden, /j, soll hei allen fj-Zweigen von v in ;r= <( höchstens in a-ter Ord-

nung unendlich werden. Ks sei /"d^o, dann muß //,(.«, .r),^^ verschwinden.

6) ist tin Polynom von « bGchsteiu (o-l)-teu Grades, welebes für

«s=S, bis iS«_i , a S, verschwinde^ daber wenn

D{x)s (x~ i|)(ar— 6,) ••• (x— 6^)

,

(4.)

gesetst wird, au wird
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ftr und in x«6 xirei eraeUedene Werte, daher kann r. nicht

grOfler alt 11+ i >^>

II. Nnn seien bei dem Punkte x=h^ (8.) die Werte von » dnreb

iSyii £^|ai >^f.m—i^^t,» beceicbnet und

genützt Ea wird der Auadruck

gebildet, wo die c Konstanten, nnd ei sei

(9.) ' V(-«)= C'f-««)C-f-"»)-(-»-ä-)i

wo die a beliebige anterelnander verschiedene Punlcte sind. Dann folgt

ans I, daS die Form bat

wo ein ganzer rationaler Ausdruck von v und .( in bezug auf s

bOebetens (<r — l)-ten Oradea, während Über den Grad von x folgendes gilt

In (10.) sei allee aaf denselben Nenner gebraeht;

(11)- P* uf,^ .

wobd gemeinsame Faktoren in x in Z&bler nnd Nenner vorkommen dtlrfen.

Jnnal «r MaikMiilili Bd. 184. Haft S. 20
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Die algebraische Funktion .s- mU bd cssoo die Eigenacbaft haben (a. die

orhergeliende Arbeit), daß, wenn a"=r', s-^ / gesetzt wird, nach den

Angaben in Abb. Bd. 123 Nr. 2 I, die o endlitiheu Zweige von *' bei t = Q

entweder antcreiuauder verbchieden sind oder die Besobaffenheit baben, wie

die Zwdge von * bei einem Pookto im Endlicben, in weldiem der weient-

lieke Teilw der DnkriminaiilB von s TendiwindeL Daon Mgt am dem

». a. 0. Nr. 2 I and II C. Gesagten fUr die Regnlarität von (1.) bei x=io

als notwendig nnd hinreichend, duü in (11.) der Grad von //; (.r).r''''-*>

wenigstens um a niedriger ist als der des Nenners Ä'(x). Aus dem a. a. O.

HC- Gesagten folgt nämlich bei .r-=r', daß, wenn in ^'^^ ,
s=s'r\ die

geniein!)>ame Potenz von t in Zübler und Nenner weggehoben ilt, aladann t

höchütens in der Potenz a im Neuner vorkommt.

Nun sei

nnd

(13.) A»+(A»4-»)o-/(o-A)-a=*»

t

gesellt Wenn sieb b (/*«(«! ^)/X^))(v(^))*, worin die <v, noeb «nbeatimmt

nndf der Qrad des Fakten von der hüehitenB ju—1+na iat, größer al»

kl ergabt, so sind in dem Zäbler in (12.) in dem Faktor von so viele

Koeffizienten der Potenzen von .r sukzessive gleicli Null zo setzen, bis der

Grad dieses Faktors gleich oder kleiner als k\ wird (bei A-i<:0 verschwindet

dieser Faktor). Das gibt, wenn /i(a+l)— l>-^'i ist, Bedingungsgleicbungen

inter den in welehen dieselben linear und homogen auftreten.

Kommt ein anfierwesentlicher Teiler der Diskriminante nicht vor, so fitllt in

(10.) P»(Sfr):{i^{r)y weg. Für den Fall, daß dieser Teiler vorkommt, ist

ein Beispiel eines regulären DitTercntialausdrucks. worin der Ausdruck (8.)

nicht verschwindet, in Abb. Bd. 123 Nr. 2 (11) gegeben. Die algebraische

Funktion s = \ l\x)^ wo ein Polynom mit untereiuander verschiedenen

Uneaifcktoren ist, elellt «he hier behandelte Knmdeeruih& algehraiache

Fankti<m Tor, bei welcher die Diakriminante kefaien anfierwcaenfllehen

Tefler hat
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8.

Zerkguag emu homogenen Imearw D^ereniialauMbrudket in ein £^em, desten

enter BetUnuUeil ein reffidarer D^enntiaiautdntek von aBgemeinstem T^pue üL

Diese Unlenaehang besteht in dner VeraUgemeineniiig des in Abb.

Bd. 198 Nr. 7 g^benen Verbbrene und wird hiw in der Wtiae dnrgeftellt,

dafi auf die a. a. 0. gegebenen Nnmmem von Formeln doreb Zaeetcea von

Strichen hingewiesen wird.

Die in den K.oefti/.icnten dea homogenen linearen Differentialausdruckea

Fa (y, TOD der Form Nr. 1(1.) vorkommende ganze algebraische Fanktion«

ist also jetik eine i&oii«dbersehe, welebe bd «=eo sieb, wie in Nr. 1 nidi

(11.) «ngegeben ist^ yerbftlt Für die Zerlegung von F.^, in dns Irrsten

soll nmi bier omnsgesebrt werden, dntt der im Berddie von e regnllre

Differentialansdruck Oy, v,x) dem aUgemmnsten Typns angebttrt, wie

denelbe in Nr. 1 angegeben ist.

Zn a. a. O. lA): /'„O/, s 'O ^''^''c im Kndlichen x singullire Funkte.

Dies sind die i'uukte, in dcuuu die Diskriminante von s verschwindet,

anflerdem m(fg|ioberweise noeb andere Punkte. Z>(«) Nr. 1 (3.) ist dasPdynom,

dessen Quadrat der «ntarwesentliebe Teiler der Diskriminaate ist A(')
wiA das Polynom von .' mit dem Koeffizienten der h(io1i8tcn Potenz gleicb 1

dea wesentlichen Teilers der Diskrirainante. sei das Polynom von .t

mit dem Koefhzienteii der höchsten Potenz gleich 1 und untereinander ver*

scbiedenen Linearfaktoren, welches in den anderen Punkten verschwindet,

in weleben die rationalen Aosdrlleke in c in den Koeflislenlen Ton F. (y^ «, «)

WMndlioli weiden. Kommt eines dieser Polynome niebt vor, so ist das be-

treffimde D gleieb 1 n aetsea. Dann sd

g«M(«t K-k{yyS,x) habe im Endlieben noeb x'(x'^0) stagnUre Pnnkte

a,4.iUa«^i4.>t in denen die Diskriminaate von t nicht versobwindet, and

welebe in F.Cy,«,«) niebt Torkomnen, and es sei daa Prodnkt

(1.)

/>(x)/>,(.r)/^,(.r) ^.K-«-),

SO«
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gesetzt (bei *' = 0,xCO— ^)»

(8.) v(*)-v(*);e(«)-

Der Koeffizient ywi\ ^liljf in Fm-kiSi*^^ werde dnrek ji*^* be-

zeichnet Naeh Mr. 1 (8.> (9.^ (10.) hat pi*' die Form

ZniUleliit wild Pi(f,«) beatimmt sei ein Pniiltt au Nr. 1 (3.)«

(6.)

/)(x) = (.r-/g7-,^(a-),

Dann erMgt an (4.)

Hiera« ergibt lieh, da (*,-0,=^j= (^b),-», »st,

(7.) [(*-*,)p?»(».-.t')U,-[(*-*r);^('-,*)U.^-

Es wird die formelle Eatwieklmig von jif* (««_„«) und bd
x= 6j anfgestellt, wie a. a, () bei (15.) angegeben ist, nnd durch (7.) r,^ be-

stiiunn. Dies sei fllr bis fi vollsogen and damit JMt^x) ermittelt

Nan ist

fQ< N /*.(«,*) »(r) + <?.(«,*) />(J-) J^"*^A,i*)f-* + A, + + A(;r)

x>(*)v(«) " 1 " ' i>(«)v>(«)
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Gemäß dein in Nr. 1 nach (11.) Gesagten ergibt siobf venu

Koeffizient von s""- in [^{s) durch bezeichnet wird,-

Nun sind die möglichen Werte der Konstanten u^^ bei den tsingulären

Pinkten </, (a = l,...x) von KQ/,-",.'-) zu ermitteln. Bei dnem Pnoktea.,

in welchem AC«) Tenehwindet, geschieht die Bestimmung von ce,i, wie

a. a. 0. lÄa) angegeben ist, bei einem Punkte o^, In welchem gleich

Null ist, nach den Angaben a. a. (). 1 Ab«). Ks ist nun der Fall zu be-

handeln, daß ein i'unkt ist, in dem /) v.i) verseliwindct, fl, — 6,. Das Ver-

fahren entapricht dem von I kb/i) a. a. O. Aus (4.), (2'.) und (3'.) folgt

Hier wird «= bis -s,,., gesetzt, dann Daraus gehen ent-

sprechend dem a. a. 0. bei (15.) Gesagten a—l Gleichungen hervor. Die

a-te Oleiehnng erfolgt gleichMls nneh dem a. a. O. Bemeriden, wenn dort in

(15.) reehlB hinmaddiert wird

/1R•^ *i» 1
<i /f(*»-t) ±M.> ) \

Ans diesen a linearen Qleichnngen werden die Konstanten «ai Ua Im-

stimmt.

Zu a. a. (), I B): Ks iat nun eine Gleichung in .r zu ermitteln, deren

Wurzeln die in ^ «_»(^,«,-») neu hinzutretenden singulären Punkte bis

sind. Dazu iai; a. a. 0. (20.),

<20'.) iiJ»P» (*!,*)

an betrachten. In der Formel a. a. O. ist gemlB (4.), (2'.), (8'.) reehta

ananaddierea:
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(20".) V 'l ? ff («' )

IMm iil dn« ntiomle Funktion von x, Dteaelbe wird in den

ganzen nnd echt gebrochenen Teil zerlegt Alsdann ist der eelit gebrochene

Teil mit x mnlti))li/.iert in di r Formel a. a. (). (23.) links SO rabtmhieren.

Daa Weitere in a. a. O. 1 Bb) und «:) bleibt unverändert.

Zu a. a. 0. I C): Die vollständige be«timmung von

(0=1,. ..»!-*).

Ea iat gemitß Nr. 1 (10.) und Nr. 2 (3.)

(8.)

woraoa

W F. (»»«J- l>(^(v;wöii
•

Dadurch wird

(10.)

/4*'(*-,.r)/H-r)(V^(^))' = A.(*,.r),

Ea wwde

geset/.t. Der büclistu /.uliissigc Grad von x in A^^^j:) ist nach dem in Nr. 1

nach (11.) Bemerlcten: /i + (x + x')'>~'('^~^)~(>- erhttlt Lt(s^x) bei

dem n. a. 0. I genannten Punkte 4;= A die Form

(31'.) *i.(0+it.(*)(^-^)+ •••+ <v(»)(*-^)',

wu die k Polynome von s höchstens (a — l)-ten Graden mit zu bestimmenden

konstanten Koeffizienten sind, der höchste snlisaige Grad v bekannt ist
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Die Bestimmnng der / (.v-) geschieht, wie a. a. 0. 1 T a) aiid b) angegeben ist.

Nachdem die Entwicklung (HT.) ermittelt ist, wird dieselbe auf die Form

(3U'.) gebracht. Daiiti iat zu prüfen, ob die angegebene Bedingung fUr den

Qrad in Ä^Qc) erfBllt ist («. ». O. IGo.)).

Jetct itt aber hier noeb maaiebeii, ob der ermittelte in t und «ntionnle

Anadmok Mr f^(9^x) in den Pnnkten, in denen D(9)mO iat, liOebstens in

a-ter Ordnang unendlich wird, also nacb Nr. 1, ob ('i«) anf die Form

Nr. 1 (10.) gebracht werden kann.

In L,(s^x) (30'.) wird 6, geaetst, dann muä sieb gemKß (10.) ergeben

(11.) Us,b^^c,Ms)h,{b,XiMb)i^.{b)xib)y.

Diese Bedingong, am weleber hervoigeht, mnA für 1« .../* erftUlt sein«

Dann enobwindet

(12.) I.M - ^i\(s,x) Dix)){IMx)iJ,(x)xm

für «i,(pBl,.../») nnd wird demnaeb gleicb />(ff)Qi (*,«).

Damit ist dann der ermittelte Dilforentialaiisdniek .F«.-i(yt<,dr) als

regulärer naebgewiesen. Es ist unn zazaseben, ob das zwiscben den

Koeffizienten von F.,,{r/,s,x\ F^_i(i/,s,x) und /"»(»/',',«) in (1'.) bestellende

Qleicbnngssystem erfüllt ist (vergL a. a. 0. ICc.)).

3.

Bemerkung über Zerlegung und Integration einer linearen Dißerentiatgleiehwtg.

Die in Nr. 2 dargcBtelUe Zerlegung schlieüt an die Untersuchung

fai Abb. Bd. 123 Nr. 7 an. Non kommt Ar die weitere Zerlegung nnd

Integration der vorgelegten DHferentialgleiobnng das in Nr. 8 nnd 9 der-

selben Abbaadlnng Gesagte in Betraebt Bei den a. a. 0. Nr. 8 I gemacbten

Untersuchungen treten jetzt die Begriffe: kanoniscbe Bestandteile und Haupt-

unterdifferentialgleieliungen ganz so auf, wie wenn die Koeffizienten der

Differentialgleichung rationale Funktionen m\d (Abb. Bd. 96 Nr. 10, 11.).

Nr. 8 II a. a. O. wird nun bedeutungslos, abgesehen von dem Soblufi, der sieb

auf die KonnexdHIiBrentialgleiebnng (vergL Abb. Bd. 123 S. 27) beliebt
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Die Integration der vorgelegten DifferentialgleieliBDg gvsebielit naob den

Angaben in Abb. Bd. 123 Nr.

Was die Koniiexdifferentialgleichiing betrifft, so wird dieselbe nach

Abb. Bd. llö Nr. 8 in Verbindung mit Abb. Bd. 119 Nr. 2 hergeleitet

Dabei werden während der Herleitnog die einzelnen Zweige der Toricommen-

den algetwoiiolien FanktfoMn dnreh die in Bd. 110 Xr. 2 angegebene alge-

braische Funktion .S aus der irrednlctiblen Gleichung </> = 0 anBgedrllckt,

wodurch obiie weiteres beurteilt werden kann, ob ein ganzer rationaler Ausdruck

dieser Zweige mit rationalen Funktionen von x als Koeffizienten verschwindet

Die Konnexdifferentialgleicbuug fiudet Anwendung ttei einer regalXren Diffe*

rentiolgleiehong naeb Abb. Bd. 115 Nr. 6 1 8. 184, IV 8. 1S8. Bei anderen

DifTerentialgleichnngen nach Abb. Bd. 115 Nr. 9, Bd. 121, Bd. 123 Nr. 9.

Wenn bei der linearen DifiTerentialgleichung /',. (v, 0 worin

die gan^ce algeltraisrbe Funktion >• beliebig ist, nnttirniiclit wcnlcfi soll, ob

der Differentialauüdruck der Kouuexdifferentialgleichung durcli ein 6y«iteiu

normaler DÜfinentialBudrlldEe (die alto in den detnraiinierendeQ Faktonm $

nieht enthalten aind) neb darstellen Ulft, so iat sonScbat bei dw Torgelegten

Diffsrentialgleichnng f. (y,»}«)sO die in Abb. Bd. 122 Nr. 1 Via.) an-

gegebene Prüfung vorzunehmen und bei der Konnexdifferentiaigieichnng

selbst die Prüfung nacb a. a. O. VI b. —
Wenn man ein System i'. (y, ^, x) verallgemeinerter im Bereiche einer

algebraiMben Fndktion a nominier Diflbrentinlaaadrfleke anfttellt (mit einem

od« mehcenm Beatnndteilen, veiigL Al»b. Bd. 128 Nr. 3), in denen die deler>

Dinierenden Faktoren s tatsächlidi enthalten sind, so ist der Differential-

ausdriick der Komiexiiiflerentialgleirhung von Fjy^s.A^i) nicht durch ein

Syötem normaler iJitferentialauödrllcke (deren determinierende Faktoren nur

X, nicht s enthalten) darstellbar (Abb. Bd. 122 Nr. 1 IV, 123 S. 84).

Bei ebiem eingnlXren Ponkle x^a von jP.»0, bei welehem die

Zweige von » alle einwertig aind, geht FJ,y,t^x) bei jeden Zweige in eb
System bei x=(i normaler Differentialansdrlicke Uber(Abh. Bd. 12;^ Nr 9 S, 123).

Daraus folgt nach Abh. Bd. 121 \r. 5, daß der Differcntialausdi uck der

Konnexdiflfereutialgleiuhang dureli ein System bei xssa normaler Elcmentar-

diUbnMitiaiaaadrttoke darstellbar ist

Diener Differmtialauadmek mit rationalen Koeflicienten hat alio bei

«—«die genannte Eigenschaft, während derselbe sieb nidit dnidi ein

System normaler Oiiforentialansdrtteke darstellen lälll.
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4.

Bemerkung über siimdtone lineare DifferetUialgleichnngen.

Bei simultanen linearen Differentialgleichnngen, die rational neben der

nnabliiin<ri}^eii Variablen eine algebraische Funktion in den Koetfizieuten

enthalten and sich nicht als reguläre ergeben, kann ua Stelle der algebra-

isoben Funktion anioliat eine JäwMdbenehe algebraUohe Funktion ein-

fefUlut werdra.

In betreff des konstanten Faktors in dem Ausdruck der DetenDinaiite

eine« Fandamentalsystems Abb. Bd. 131 Nr. 4 (2.), Bd. 133 Nr. 2 (2.) (vergl.

Abb. Bd. 96 Nr. 21) ist zu bemerken, daß bei rt'gnliiren Differentialgleichungen

dieser koiitit&ute Faktor direkt aus der Kntwic klang der Determinante ent-

nommen wird. Ebenso geschieht es bei siiDoltanen linearen Differeotial-

fleiehnngen mit konituten Koeffiidenteii.

Für aimiltHM lineare DiflbnntialfIdMuingea mit konstanten Koeffi-

zienten ist das durch die Abhandinngen Bd. ISl, 138 zor Integration simol-

taner linearer Differentialgleichiuigon gegebene Verfahren dn direkte* Into-

grationsverfahreo.

/wuMl Hr MirthMDatik B4. ia4. Haft S. 21
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166

über die Bahnkurven der Mechanik.

Von Herrn Philipfi Frank in Wien.

Die Gesamtheit aller Bahnen, die ein materieller l'unkt unter dem

Einfloß gegebener kondervativer Kräfte durcblaafen kann, und denen der-

mUm Energiewert entspricht, wollen wir dn umergeludiu BnlinkiirTeiiByateiD

nennen. Jede nns einem eolehen System henunfpegrUfene Seher beiAe eine

isenergetische Schar, Derartige Systeme sind fllr viele Fragen der Mechanik,

insbesondere für die nnteranehung der kinetiaclien Stabilitüt gegenüber

konservativen Stürungen. von Bedeutung.

Wir wollen uns auf die Ebene be»chrünken, wo jedes iHenergetiache

System eine swdpammetrige Karrensohar iit

Wenn wir nne in diesem ein&ohsten Fell einen Oberbliek Uber die

möglioben StnbilitUtsverhKltnisse veraebnffen wollen, dringt sieb ans sofort

die Frage auf. unter weh^lien Ikditigungen eine gegebene zweiparametrige

Kurvenschar als isenergetisches Baiinkurvensystem aufgetaut werden kann,

ond welche Kräfte zur Erzeugung dieses Systems uotig »ind. Mit der

Beantwcwtong dieser Fmge wollen wir nns xnnBobst besebüfiigen, wobd
wir der 0n&ebbeik bnlber den Bnar|^ewert unsere« Systeme alt Null

nebmen, wodorcb die Allgemeinheit nicht beschränkt wird.

Wir gehen von der .htci>bm-\wn Form des Prinzips der kleinsten

Wirkung aus, das in unserer Terminologie besagt: Da» iäcuergetische Bahn-

korrensystem, des der potentiellen Energie I (x, y) entspricht, wird -von den

Eztremalen des Integrals

gebildet. Sei nun eine beliebige zweiparametrige Knrvenschnr, die dnndl

eine Differeotialgleicbnng cweiter Orduang bestimmt ist,
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(2.) j>"-f»(«,yisO

gegeben, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die

Soiitf ab iMBOfetbolieB BaliBkiirraiwjrateni «i^llaflt irardea kann, die, daß

•ie flieh als Eztremalenaohar eines Int^gprals von der Form (1.) darstellen lifiL

Allgemein lautet die hinreichende iiiid notwendige Bedingung dafür,

dafi die Schar (2.) die Extremalensohar eines Integrals

fF(x,y,y')dx

ist, folgendermaSea*):

d*F , ^ , d'F . d'F dF A

in mnerem Falle ist

ond, wenn wir der Kttne halber

(30 V-'=A*,y)

seilen,

Es nnA also der IHiEBrentialgleiehang

genügen. Im allgemeinen wird eine Lösung dieser Gleiohong Funktion von

i^y,y' sein, da die Koellbienten diese drri Variablen enthalten. Wir wollen

die allgemeinste LOsong aafmehsn, die von ^ onabhüiigig ist Za diesem

*) IhrboH»^ Theorie dw rarraoM Bd. III. art 604, 606.

21»
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Zwecke differenzieren wir Gleichung (4.) naeh WOdsroh sieber keine

LOuuig verloren geht, und erhalten:

Wir wollen nan tlber tp die VoraasseUsaog machen, daß der Ausdrook

(6.)
Bf 3»y

1+7*

die V'ariiible v' nwr linear entbillt und mit ^/.r multipliziert einen vollständigen

DitVerentiHhuisdruck bildet, daß man also durch Quadratur eine Funktion

finden kann, fUr die

dtp

gilt Diese Vorauaaetzong, die zunächst als wUlkttrlicb erscheint, wird sich

•piter all notwendig enreiMn. Eb Tenrnndelt ideb duceli EimetaEen von

(6!) die aieiehnng (5.) in

(6?) Cln/+v)+y (ln/"+¥')-0.

Ee ist alM f(x,y)-Cg-'f^*\ wo C eine willkOriielie Komtwit» ist, eine

LOsang der Qleicbang (5.) von der gewttuoliten lägensehaft. Man liebt

auch sofort, daß es die allgemeinste ist Denn wären
f, und fa LQenngen

von (ö.), die nnr x und y enthalten, ao folgt aus (ö?).

Da dieae Qleieknng ideatiaeli in y* erfüllt ii^ lo folgt danaa, daft In

koMtant ist, die beiden LQaiagen «iek also nnr am «nen konstanten Faktor
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i»t also nnter der Voraaaaetsang (6t) die «Ugemeinste Lttsong von (6.),

die nur ^ und ,</ entbält.

Es erübrigt uoch zu zeigeu, daß der AiHdruck (7.) auch eine iXmng
OD GldehuDg (4.) iit Oft er der nftch y' difiSDrensierten Olekhang genügt,

nafl nur bewieeen werden, daß Qletelinng (4.) bdm Einsetzen tob (7.) für

einen speziellen Wert yon >/' erfüllt ist Wir sehen, um für (p eine Eigen«

Schaft ableiten zu künnen, in Gleichnng ifi^) .r und y als konstant und 9
als reine Funktion von y an; Gleichung (6?) ist dann eine gewiibnliehe

lineare Ditferentialgleichung erster Ordnung, deren auf elementaretu Wege
mögliche lutegntion die Art der Abhängigkeit des ip von y zeigt Und

xwir iiftdea wir

Ee läßt »ich also 9» jedenftlb in Pom' •ohrdben:

wenn wir aUgemein |>c(^}yiy)]**«>=(xX Mtsen. Analog finden wir

Wenn wir diese AnsdrUelce fllr y und
^ J

in Qleiobnng (6^ einietien,

erbalten wir eine identische Gleichung in y' und durcb Qleichsetaen der

KoefBsieiilen gleieher Potemea ^00 ^ aaf bddea Seitm folgt:

~Sjr~\ d>,' k~f\dy"U
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Setien wir nun (7.) in Qleichnng (4.) ein, so erhftlten wir

für 0 ilt aber dieao OMelmiig oflianbu mit BorlMEaichtiguag der Re-

lationen (8.) erlttltt Folglieh ist (7.) aneh LOanng von Gleiclinng (4).

Wir wollen nnti noch nnehveiaen, daß die Voraassetzang (6?') not-

wendig ist. Wenn wir niiralich voraimsetzen, daß diin-li (2.) ein isenergetisches

Duliiikiirveiisystcm gegeben ist, so maß e» sicher eine solche Funktion f^x^y)

gebeu. daÜ (2.) diu Extreoialen vuu

//•(*, i^)vr+7"d«

dantellt Wir daücen nna nm die va dieiem Integral gebBrige Bukr-

Lagr(mge9,chti raferentialg^eiehnng gebildet nnd aas ihr y" dorch x, y' ans-

gedrückt. Die notwendige Redingnng dafUr, daß (2.) die Extremalen dar-

stellt, erhalten wir dann, wenn wir <p(x^i/,t/) der auf die angegebene Art

berechueten Funktion von -i^y^y gleichsetzen. Sie lautet also:

daraiia folgt dnroli Differeniieren:

W i+y"^ V +y dy h

d. h. 9 (x, ^, y*) mufi der Voraaas^mng (6?) genUgen.

Indem wir alles Gesagte BDianiinenCanen, gelangen wir schlieAlioh

an folgender Formuliernng:

Sate /. l)ie notwendige imi hiiin-irlu-nde Bedingung dafür^ daß eine

gegebene zweiparamär^ Kunaudiar y" =
<f>

(x, y, y') als ein üenergetÜHAes .

BMbirven$jftiem mf^faßt uwnfan kämt heridu darin, dafi
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ein linearer hovuKjener vollständiger Differentialausdriick ist. Die znr fjegebenen

Schar gehörende Kräflefiinktion i.sl dann bis auf tineii konstnuten Faktor «»•

deuiig bestimmt^ laß sich durch bloße Quadratur finden und lautet:

Au dlflMm Sais haien Bieh viele KonieqneimD sieben; so folgt Ideht:

Unter allen Kirrensekumn die dnreh Unenre Difimntinlgleiotoigen «weiter

Ordnung definiert Bind, |^t es eine einzige, die sich aU isenergetiscbei

Bahnkurvensystem auffassen Uißt; nämlich die Scliar aller QenMien der

Ebene «/"^ü, der die Kräftefuiiktion — V(jc,y) — {' entspriciit.

Für das Studiam der liiuetisvben Stabilität iat aber uucb die Frage

OD Wiebtigkdt, unter widehen Umitlnden dne g^bene einpnmmetrige

Knnrensehar

(9.) • ^=/>(-^-,y)

als iienecgetieelM Sebar betnebtet werden kann und wie die sogebörige

KrOfkefunktion lastet Ein Ihnliohee Problem wurde von DamdH^ 1»e-

Imudelt, und wir wollen zunUcbst dessen Weg geben. DainelH fand nämlieb

den allgemeinsten Ansdruek für die Komponenten (.Y. }') des Kraftfeldes,

da* eine gegebene einpaianietrige Kurveiisitliar zu Ualinkurven bat. Dabei

wird aber weder gefordert, daß die Schar eine isenergetiscbe wird, noch

dafi das Kraftfeld ein Potential besitst Die Auadrtteke Dmll» für das

Kraftfeld, das rar Sebar (9.) gebOrt, rind:

2 de Vl-^p' ^l Jl+p*'

WO t> die Gesebwindigkeit, da das Bogenelement und p den KrUmmungsradins

der Bahn bedeutet Die genannten Formeln ergeben rieb übrigens unmittelbar

ans der Zerlegung der Besobleunigung in eine Tangential- und eine

*} Giom. di matem. d. Napoli (lääl). ä. auch Whittaker, Aualytical dynamica §Ö2.
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Normalkompoiiente. Nadi der Bedentuig d«r vorkomiiMiideii Baehateben

ist offenbar

d _ i r ^ , ^ \

1

.

Von dem Problem Damel^ kommen wir m dem hier behendelteni

wir Mtsen

y ÖK y Ol-

md mit Berttck«iebtigaii|t voo Gleieliiing (3.)

Weoo wir du aUee in die ente Qldehnf Dam$il» dmetieii, m» erhalten

wir lehliefilieh für / die partielle DiHbreotialfleiehnog:

Dieee Gleichung kUnnen wir aber viel rasober erhalten, wenn wir

wieder von der Identität jeder isenergetischen Schar mit einer Kxtremalen-

achar eines Variationsprublems von der Form (1.) ausgehen, waa uns sofort

zu Qleichong (4.) führt; nur haben wir jetzt in ihr
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la wteen. Diese SnbBtitntion fllbrt direkt n Oleiohang (10.). Um dae

aligODeiDe Integral dieser Gleichung za finden, gehen wir davon ans, daß

ne iDlgeBdem System von gewöhnlichen Differentialgleichnngen äquivalent ist:

riM ^ ani + p")

,(..,)- r g)"

Wir haben zaerst die Differentialgleiehnng

dy_ 1

djc
'

pQiifjf)

n iDtegrieren. Ihr allgemeiiiei Integral lei vi*»9)^c'i ^ gibt ans die

Seher der erÜiogonele& Thyelttori«! nnaerer gegebenen Schar ^.). Iit

y= f}(x^c) die AnflCsang von ^(/>!,y)= '' und bezeichnen wir das Reanltat

der Substitution f/ = 17(1,0) in eine Funktion }>Cr,y) mit [p], SO gibt das

erste und dritte Glied von (11.) zosammengefaiit:

Setzen wir

to lautet das allgemeine Integral von (11 f)

log /'-i-;r<«i<0+»(c)-<^i

wo Xi(p) 0^ wUlkOrllohe Funktion toii e bedeutet Setien Jib

10 laulet das allgemeine Integral von (11.) bzw. (10.):

Nr IbthHMtIk Bd. 184. Haft 1 28
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wo 0 wieder eine willkürliche Funktion bedeutet. Durch Auflösung der

letzten Gleichung finden wir schlieliliuh die allgemeine Lüsung von

Qleichang (10.):

wo 4»t eine willkttrliche FuktioD tod 17 ist

Wir können nun wieder alle« über das Problem, zu einer vor-

gegebenen einparametrigen Kurvenschar als isenergetische Schar das sage*

hörige Kraftfeld zu finden, Gesagte, folgendernial^en zusaminenfaHsen:

Sutz 11. Ist y' =p(j:,y) <'"<f gegebene einjttirametrige Schar von Kurven,

y^r^tj (x, c) oder (x, i/)sae die Schar ihrtr orthogonalen Trafektorwt, so i$i

euH' Kräftcfitiikdoii. zti der dü gegebene Schar als üeitergetische Bahikiirven-

schar gehört. Dabei ist'.

vao die Integration in der Weiee auszuführen «d^ di^ in der Function wn
X tmd g im Integranden die Stäutütttion g=^(XtC) gemacht wird, dann die

Quadratur nach x ausgeführt und in der so entstehenden Funktion von » und

e vtietler c^rj^x.ij) (jf-<vt:t in'rd.

Aus der genannttn speziellen Krdftefunktiou erfudten wir die aligemeaiste

xur gegebenen Schar gehörende durch MultipHkatiw mü einer wiBUifUeken

Raäction von

AU KoroUar dieses Satses ergpbt sieli: Wenn man das an einem

Potential I (j, t/) gehörige isenergetinche Bahnkurvensystem kennt nnd eine

beliebige einparametrige Kurvenschar aus ihra herausj^rfift, so gehört dieselbe

Scbar za jedem anderen Potential, das man erhält, wenn man ( (x, y) mit

efaier Fonlction von x und y mnlüpliziert, die länga jeder orthogonalen

Tnyektorie der heraa«gegriflbnen Spbar komtant bleibt
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Zam SobluD mochte ich noch eine Anwendung dei SatiM II aof

eine Frage aus der Theorie der kineti!*fhen Stabilität machen.

In meiner Arbeil „l'ber ein Kriterium für die Stabilität der Bewegang

eines materiellen Punktes iu der Ebene"*) habe ich e« alu zweifelhaft be-

MiehDet, ob w Bewegungen dnw nateriellen PimktM in der Ebme Hntnr-

den Sinflofl komerTttiTer KiVfte gibt, die swar »baotat ataUl, aber MX
oaBillatorisch nUbil in dem dort definierteD Sinoe lind. Wllre nun die elor

|i««metrige Korvenaohar

tfssexer'

oder ^^MLzfL
da m

eine isenergetische Schar eines mechanischen rroblema, so wäre die ihr

angehörende Bahnkurve ^ — 0 offenbar absolut stabil; denn wenn ich durch

die Geraden y—-{-^ und y^—i einen ParallelatreÜBB von der Breite 8^

an y=0 abgrense, ao kann ieh dne Zabl « ao angeben, da0 alle Kvnren,

für die |e|<« iat, innerhalb dea gegebenen Btrdfcaa Terlanfui. leb Imnebe

an diesem Zwecke nur t<ied anzonebmen. Die Kurven, für die e+0 iat,

Bmd aber die durch konservative Störung; aus v = 0 entstaiuleiien.

Es ist ferner klar, daü .y = 0 von keiner der Nachbarkurven ge-

aebnHten wird; die Kurve ^ = 0 ist also sicher nicht oszillatorisch stabil.

NoB gestattet aber Sati II ein meobaniaebea Problem aniogeben, in dem
nnaere betraebtete Knrveaiebar ala iaenergetisehe Scbar gelilM.

Folglich gibt es sicher Bewegungen eines materiellen Punktes in

der Ebene, die wohl abaolat stabil, aber nioht oasUUUoriBoh atabü sind.

*) Moaatah. f. Math. a. PkjR. Bd. Sa
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Kurvenseliaren in einer Ebene.

Ton Htm UemiA W. & Jung ia ftUrbuig a. d. Lihn.

Eindeitimg.

llLurvenäcliareii in einer Ebene sind ^suhou öftere behandelt, aber

oviel ich weiA, immer nar mtor im Annahme, dafi die Sinfpilaritttten, diA

den Kanren m fegebenen Pnakten (den sog. Grandponkten) yorgeMhiieben

werden, von beeonden einftMsher Art sind.

Im folgenden möchte ich das rrohlfiii rein analytisch formulieren

und behandeln, und zwar unter der alli>:ein«'iristen Anniihme. Da» Verfahren

VäX. SU, daü die Aufgabe zurückgeführt wird auf eine Aufgabe aus der Theorie

der nlgebniaebeB Fantetonen einer Veilnderlichen. Die HOgUebk^ bmhl
nnf den Ehrtwioklongen des | 7. Die Arimt iet MurfihrUcher, al» Ar den

TOrlicgenden Zweck un1nMlIn;j:t nötig wäre: sie enthält noch eine Anndehnnog

en Bcp^ritTen aus der Theurie der al;^fbinisclu'ii FunktimuMi i-incr Vt-ründer-

üchen tiuf l'^unlitionen von zwei unnbliimgigen Veriiiult iiirlien fUr den ein-

faclien Fall der rationalen l^'unktioucn zweier Veränderlichen.

Sätze mu der Theorie der afgtbrainJuH Funktionen einer Veränderhchm,*)

El sei dirah

(1.) /"(-^^y)-©

*) Vgl. so diasMB Paragraphen Jlmtd-Landtbenf, Tbwrie dar alfabfaiaehan

FoaktiooflD «nar Varlablan (LMpcig, 1908); im folgeiid«i litiert mit il,L.

Jamal fir MalkaMtili Bd. 184. Baft «. 28
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ein ftlgehiaC-rhi'r Körper ^ definiert: die Gleicliiiiif!: (1.) sei in x vom Grade /

und in V vom Grade m. Für die Umgebung einer Stelle x = a existiert

eine eiidlicbe Änzabl von EDtwicklungen der Form

»1 '••

(2.) ^= A, (X- a)' + 6, (x- ö)- + .,

wo die t, ganze Zahlen tiiud, und wo tt eine positive ganze Zahl ist. Jeder

•olehea Butwieklnnff wird ein PrtmteÜer p zageordnet,*) iMdem mu definiert:

Enetst iDMi y in einer Fonkdoii R ens Srdnreh die Entwiddnng (2.) und

ordnet nach Potenzen von «—a nnd eri^bt deh denn

wo E für xsa weder Noll nocli nnendlieh wird, eo «egt num, R ist teilbar

durch \>^.

Im allgemeinen iut in (2.) n = 1 ; nur für eine endliche Anzahl von

Primteilem Ut a >- 1 . Diese Primteiler heifieo VertweigungqninUeil^. Man

nennt «— 1 die Ordnung den Verawdgongeprimteilen.

Jede Funktion aas ^ l&Bt sieh in einer und nur in einer Weise in

Primfaktoren zerlegen. Iit S eine Funktion ana 9i beaeiclinet mnn den

Nenner von c mit n..

Da» Produkt irgend welcher Primteiler nennt man einen JJivisor. Die

Summe aller Exponenten der in einem Diviior ToriEommenden Primteiler

nennt man die Ordnung dea Divisors. Für einen Divisor, der einer Funktion

des KQrpen entspricht, ist die Ordnung immer Nnll. Hin IMvisor keiBt

gemg, wenn alle Primteiler in ihm positive Exponenten haben.

Unter dt'ii I)ivi8oren sind einige von besonderer Bedeutung.

1. Dab Produkt aller Verzweigungspriniteiler. jeder in der Potenz

genommen, die seine Ordnnug angibt, beiflt Verztieigunffsdwüor und wird

mit I. beseiebnet**) Er hingt ab von der Wahl der unabhMngjggi Vo^
inderiichen x.

*) H,L. S. 146.
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2. El iit

Der hierdaroh defloierte ganae Divfoor b beift DoppclpHiikudimtor, weil er

nr Noll wird an den StelleDf wo die Klirre f»0 mebrfeelie Punkt» bat

Die Ordnung von b ist immer gerade und wird mit 2 bezeiobnet*) Es gilt,

wenn p da» Qeaoblecbt de» Körpers bedeutet, die Oleiebong

Über den Doppelpunktsdivisor gilt folgender wichtige Satz:**)

Itt H eine Funktion uim ^ und ist, in Fakturen svrieyt^

100 g «m ganzer Dioisor ütt to laß tidt R danteUen ab ganse ralümale

Funkda» «on x^y. ht im begonderm Jl^I, /»^f*, so üt dießii ganze

rationale Funktion m w<7hlbar, daß sie in x hodtstens vom Grade A nml in

y höc/tsU')).<! >'()))> fin'ik u w/. Für den Fall i.<Zf, »i ist dieser Satz,

der auch eng mit dem .Nur fAcyjjchen Satze zusaumenhiingt, Ii. bewiesen

von Hensel-hindsberg, a. a. U., Ö. 410 fg. Aber bei dem Beweise ist nicht

davon Gebranob gemaebt, dafi Kl. Nun kann man immer dnreh dne

lineare bonu^ene Tranaformation nene VerBnderliebe ^, ao dnflibrea, da0

it^^iVf wird. Ea wird dann

wo <B^ ein ganaer Diviaor ist Ea wird alao R als ganae Funktion von

x'.y' darateUbar and alao aocb als ganae rationale Fooktion von x^y, DaA

die Gradbestimmang flir den Fall A^ /, f*<ni riebtig ist, aiebt man

ancb leicht

Mttii teilt alle liieisoren tn Klassen ein. indem man zwei Divisoren

dann und nur dann in diei>elbe Klasse urdnet, wenn ihr Qnutient einer

•) //,/.. S. m.

p=(/-l)(Tn-l)-rf.

••) y/, /.. S. 410.

28»
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Funktion des Körpers entspricht. .Jede Kliisse ist durch einen ihrer Divi-

soren eindeutig bestimmt. Alle Divisoren einer Klasse haben diei^elbc

Ordanng, die dann die Ordmtny der Klasse heißt. Mao nennt eine Anzahl

Divisoren einer Kinase linear annbbängig, w«in swiiclieo doi FnnktioneOf

die nm ihnen dareh Divinion mit einem Divisor der Klasse entstehen, keine

lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Anjuihl der

in einer Klasse entliaheiien linear uiiahliüngigen ganzoii Divinoren heißt die

Jfiiiutiii'in der Klasse. Ist ein Divisor, so bezeichnet man seine Klasse

mit ())) und die Dfaneasion dieser Klasse mit {p}.

Sind Q, Qt swei Klassen mit den Qrdnnn(^ q, q' und ist q dn
Divisor ans ' und i|' ein Divisor ans Q*, so nennt man die Klasse de«

Divisors das Prodnia der Klassen Q, and die Klasse des Divisors

den Qaotienten der Klassen (j, Qt. Diese Definition ist nnabhUngig von

dw Aoswabl von q in Q nnd q' in Q. Die Ordnnig von QQ ist 9+9'}

die von ^ ist 9—9'.

Unter allen Klassen ist von besonderer Bedentong die DifferensitU'

klasse, die dnreh dm Divisor

iL

definiert nnd mit W bezeichnet wird. Diese Klasse ist nur scheinbar ab-

hängig von .j , dii iIlt Quotient ^! , wo i; irgend eine Funklitm des
n; Iii

"

Körpers bedeutet, immer einer Funktion des Körpers entspricht, nämlich der

d e
Funktion Die Ordnung der Klasse H' ist 2;> — 2, wenn mit j> das Qe>

schlecht des Kdcpers beceicbnet wird. Zwei Klassen Q, Q*} die in der Be-

siebang

QQ'=n

zoeinander stehen heiflen ErgänzHngskhmen. FUr die Dimensionen dieser

Klassen gilt der Miemann-Jtocktehe SatSt*) der sieh in der Qleiehang aas-

sprieht:
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wo q die Ohtnniig von Q bedeutet

§2.

Dl« raiianakn Funhionm von «,y. Prinddhr mter Siufi,

Es bedeute K den EQrper aller ntionnlen Fonktlonen der swei Ver*

inderliehen «,y. Es ad femer Aiz^y) «nw ganie rationale vnaaxlegliare

Funktion von x,y. Sie sei in x vom Grade A und in // vom Grade fi.

Wir drUckfii das in Zukunft kürzer so ans, daß wir sagen .1 ist vom Grade

Wir sagen, es ist (*,/'):>(>.',."') wenn keine der Differenzen i— it',

ft — n' kleiner als Null igt nnd nicht beide gldeh NnU sind.

Wir ordnen A einen MmUiSUr 91 so, indem wir deflnieren: Eine

rationale Funktion R ist darch. 91' teilbar, wenn sie bei der Zerlegung in

unzerlegbare Faktoren den Faktor A' enthält. Wir nennen die

OrdHHiuj des Primteilers 51. Ferner ordnen wir noch den Nallstellcn der

Funktionen ^ Prim&ktoren S, SPl an, indem wir a. B. die Teilbarkeit

durch S so definieren: Eine Funktion ist durch S* teilbar, wenn sie fttr

unendliclicB x bei beliebig^em i/ Null oder nnendlich wird wie x~". Die

80 dctinierten Primteiler heilien l'rivUeüer erster 6tufe. Geometrisch ent-

spricht einem solchen Primteiler eine algebruaehe Kurve in der xy-Ebene.

Ea ^t der Sata: Jede FvmiOwn am K iit in ein« en^iche AsualU von AtnH

faktoren zerlegbar und xuMtr im weaenäieken nur auf eine Art; ao iat & B,

§ 3.

Die zugeordnäen FunlUionen.

Ea aei du Wertayatem von «,y. Wir setzen x—a^u und

y-iaf. Dabei iat unter «— a, y — wie tlblich \ ' zu veratdien,

wenn a, h den Wert uneadlieh haben. Für kldne Werte von u, 9 be-

kommen wir die Umgebung der Stelle ti,h. Es sei 3( ein Primteiler und

ea ad il die ganae Funktion ana deren Utk^ 9 iat. Dann werde

.
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WO p und a nor von 0 venoliMden aind, mnii a oder b noendlieh aiod.

Wir nennen .1 (",'") die dem Printeiler "il flir die Stelle (i,h zugeordnUi

l'tinktiim*)\ ist .1 (0, ()) — 0, »n sagten wir, der I'riratcilcr X'l geht durch die

Stelle a,b hindurch. Feriiur ordnen wir dem Primteilcr £ für alle Stellen

(1,6, für die a nicht unendlich ist, die Fonktioo 1 za nnd für die Stellen b

die FookdoD u. Ebenso ordnen wir dem Primteiler 9R für nlle Stellen

fllr die i nicht unendlieh iit, die Funktion 1 an nnd flIr die Stellen

a, OD die Funktion v.

Anzahl der Sekmt^mdOe emeier PHn^akr enHr Stufs.

E!a Bden )U und 1^ zwei i'riuiteilcr erster Stufe. Es aei h eine

Stelle, dnreh die lowohl nie % Inndnrehgelit. Die fl nnd ® entspreobenden

Kurven acknuden (rieh dann in engen «ndk, die Printeiler

schneiden sich an der Stelle A. Die Anzahl der Schnittpunkte, die an

der Stelle a, h zusammenfallen, definieren wir folgendermaßen. Wir setzen

x — o = n, y b = v. Es sei .1 die 31 und Ii die i< zugeordnete Funktion

fttr die Stelle a, b. B sind ganze rationale Funktionen von m, v die bei

nnaorer Annahme für ttotO, vaO yersekwinden. Setzen wir JJ»0, so wird

dadurch ein algebraischer Körper einer nnabbingigen Veränderlichen defini^

In dem 80 definierten Körper denken wir uns .1 in Primfaktoren zerlegt

Es wird dann .1 einen Divisor enthalten, dessen l'rimfaktoren sowohl in ii

als auch in v aufgehen. Ist der Urad dieses Divisors /(, so sagen wir, die

Primtdl« 9( nnd 9 od» nneh £e Rnireo % S schneMoi afasli im Pmd^te

a,d in A susnmmenÜRllenden Punkten. Diese Definition ist nur aeheinlMr

nicht gleiehmSflig^ abhängig von S(. i^. Es gilt nämlich der Satz: Die

Resultante von .1 und />'. die durch Elimination von " entsteht nnd die

eine ganze rationale Funktion von ist, ist genaa durch v'' teilbar.

*) Siebe auch die üeÜnitioii der zugoonliioteii Funktiooun in uieinor Arbeit:

Priait«il«r algebrnbebw FadttfaNMa mier onakUogigMi Terladartiehao usw., % 4.

RaodiMatl dd Ginsolo Mitemstioo di Psiwino, Bd. 26 (1906).
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Die hier gegebene Definition stimmt daher, soweit es sich am im

Endlidieii liegende Punkte handelt, mit der üblichen Uberein. Bestimmen

wir in dieser Weise für alle Schnittpunkte die Anzahl der in ihnen

zosammenfallenden ächnittpunkte und addieren die so erhaltenen Zahlen, so

bekommen wir die Gcumtheit aller Schnittpunkte von 9( ud 9. Es lei

9 Ton der Ofdning {l,f) vnd ® ^on der CNnnng (!', fi')\ es sei forner A
die ganze Funktion, deren ZXhIer "Jl ist, nnd B die ganze Fnnktion, deren

Zühler ^ ist. Im I^drperBssO wird unter Anwendung der Beceicbnongen

des § 1

WO g gans ist. Nach nnserer Definition iit die Anaahl aller Sobnittpnnkte

von 91 nnd 9 gldeh der Ordnung des DiTlaors g, niao gldeh der Ordnung

von ni n; . Aber ii^ ist von der Ordnung /t* nnd von der Ordnung 1';

daher ist die Anxahl der Sehnit^nrnkte

Sind (t = Q, // = 0 zwei Hlf;:ebraische Kurven vom Urade n und n'

im Sinue der aualytischeu Geometrie, so ergibt sich als Anzahl ihrer

Behnittpnnkte der Wert 2 nn', wKbreod man im allgemeinen nur nn' Schnitt-

punkte rechnet. Die Kurven haben aber, wenn kdne Beaondorheiten vor-

liegen, im Unendlichen einen und fachen Punkt mit getrennten

Tiingenten, so daß ^'//Schnittpunkte im L'nendlichcn lieiieii. Diese werden

in der analytischen Gcoinetrie nicht mitgeziililt. Kalls die Kiiiiktioiicn

G,Ii von besonderer Art sind, können von den im Endlichen liegenden

tm' Schnittpunklen auch noch welche um Unendliche fallen. Dieee werdendann

aber in der aaalytiacben Geometrie etwaa inkonaequenterweiu mitgerechnet

Das Symbol (% t^) läßt sich ausdehnen auf den Fall, daß und '3

nicht Primteiler, srinili-m Produkte oder Quotienten von aolchen, d. h. 80-

genaunte Divisoren, sind, indem mau definiert

(21 ,
t\) = c«, iA) + (vH, , , i^) - c-a, iA) _ («„ t\) .

Es iat ferner uooh pralctiMdi, wenn 9 ein PriDteilw der Ordnung

(Ifft) ist, ni definieren
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Eli Ut dann da» Symbol (£l„ für irgend zwei (teilerfremde oder nicht

idlerfremde) Divteoran definiert und es iit Ar fwei DiTiBoren £l,£, die

defielben ELlaaae (§ 6) engehttran

wie lelelit n beweiaeo.

«6.

Mmteäer zweäer Sttrfe,

El ed a, i ein WertqntOBB yon j-, y, wobei »ber niobt MiageaebloaieD

sein soll, daS a oder b den Weit oo hat Es ist dann im folgradoi vnter

x—Oty—b an Tentehen \ '
. Es aei ferner

(3.) y-6=<ij(jr-o)- + «a(a:-o)" +•",

wo n, f,, tj, ... ganze positive Zahlen sind, die Entwicklung einer algebraischen

Fuiiktiun, Wir ordnen jeder soh^hen Entwickluiij,'' eimMi I'rnntfil'-r ^* zu,

indem wir analog wie in § 1 definieren; Kinr rationale b'unktion von j-.y

ist durch trilliar, wenti sie unter lienuczung von (3.) übergebt in eine

dorcb (jr— a)« teilbare Potenzreihe von x—a. Dabei soll Entwicklungen,

die aneeinander dadnrob berrorgehent daß « du oder mehrere Male den

Pttnlct a amUnft, deraelbe Primteiler entepreehen. Die so definierten Prun-

teiler heifien PrinUeäer »etker Stufe. Ui cr>l, so nennen wir den

Primteiler einen Verzireigimgitpnmteiler der Ordnung a— I.

Wir setzen feroer x—o=u,y— 6ast>, so daü {> auch definiert wird durob

»= Ö,M« -f «»«'• + ••••

let nun 9^ bq^end ebi Primteiler erater Stnfe und 7(tt,v) idne sageordnete

Funktion für die Stelle o,^ ao aagea wir, 9 iat dnroh teilbar, wenn

Ä dnroh teilbar iat
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Dm Prodttkt von iigend weleben Primteilero enter und sweiter

Stafe nenaen wir einen Divisor. Es ad

wobei die K Primteiler erster nnd die o Primteiler zweiter Stufe «dn tollen,

nnd wo ferner die und i% ganse pontive oder negative Zalilen sind. Ist

{ifift,) die Ordnung von so nennen wir

die Ordnung von R Wir nennen I* einen ganzen IHvisor, wenn erstens die

«, alle positiv oder Null sind und wenn zweitens diejenigen nnter den Po-

tenzen 0,"'*', or'*' , deren Exponenten positiv siiui, in X'l^. .

.

'il"' entlialten

sind. Enthält ein Divisor nur Primteiler erster Stufe, so nennen wir ihn

einen Dmsor erster Skaft. Enthält er nor Primtdler sweiler Stufe, lo

nennen wir ilm einen Divisor sweiier Stufe. Ist im bennderea P ein

DiviMNr, der durch Zerlegung einer rationalen Funktion erhalten ist, so iak

er ein Divisor erster Stufe nnd ^eine Ordnung ist (0,0). Ei gilt hier bei den

rationalen Funktionen von jc,if auch das umgekelute.

Es sei (i, Ij irgend eine ^Ue nnd es seien Primtdler zweiter Stufe

ftr diese Stelle definiert dweh die Entwiokinngen

(4.) »= 11,, »e»W,,.,. t>=M,.

Um dii' Ideen /u fixieren, sei etwa eine gcwiihnliclie I'otenzreilie von

tu und es seien "i, die konjugierten Entwicklungen, ebenso seien

u.f I, ... u.f ^ und auch »a+ß+i^ ••• "»+fi+r konjugierte Entwicklungen, so daß

a-i-ß+ysat. Es werden dann dnreh die EntwieUnngen (4.) drei Prim*

teiler Oi, ii,, definiert, und zwar Verzweignngsprimteiler der Ordnung

a—lfß—l^y—l. Wir imin«! das ^rodnlct

(«, /., + «, + 4- «, , ß, I», + o, /*, + + ff^^,)

nr'oi'-'oi
-I

Jouul Ot MfttteBMUk Bd. 134. Heft 3. S4
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den xn irgend ehieai aus (h, at gebildeten Divisor gehörenden Ver-

Ziceigttnfjsih'n'snr.

Ferner bilden wir

/(". ") = (." ~ "0 0' - '0 - 0' - «•)•

Die« ist eine gewöhnliche Potenzreihe von u, v. Ist nun teilbar

dnreh

10 setsen wir

nnd neiiiiPii den so definierten l >ivis<ir b den zu irgend einem aus n,, (l., a,

/.usiUiiiiu iigi sc-t/tLii Divisor geliörendeii 1 ^opjie/jmnUsdirisnr. Der Divisor b

ergibt tticli immer a,h ganzer Divisor von gerader Ordnung*).

bt weiter p irgend ein ganser Diviior cweiter Stnfe, so kifnnen

wir fflr jede Stelle« fltr die Priateiler In p oricommen, den Doppelpunkts-

divisor definieren. Das Produkt aller so erhaltenen Divisoren bezeichnen

wir wieder mit b und nennen b den zu \> gehörenden Doppelpunktsdivisor.

Wir nennen den Primteiler p kanonisch, wenn er durch den zugehörigen

Doppelpanktsdivisor teilbar ist

Wir teilen aile Dioiscren w Klassen eint indem wir xwei Diviseren

dann und nur dann In dieselbe Klasse anfiiebneii, wenn ihr QoetiMit dner

Funktion des Körpers K entspricht, d. h. also in diesem einfachen Fall,

wenn sie in den Divisoren zweiter Stufe llhereinstiniraen und dieselbe

Ordnung haben. Die Ordnung aller Divisoren einer Klasse ist danach die-

selbe und diese keift auek Ordnung der Kiaese* Eine Anzahl Divisoren

derselben Klasse heiHt linear unabbingig, wenn xwiseben den Funktionen,

die aus ihnen durek Division mit einem Divisor der Klasse hervorgehen,

keine lineare Gleichunj!; mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Anzahl

der in einer Klussc enthaltenen gan/.eii linear unabhängigen Divisoren lieilit

Dimtitsiun der Klasse. Ist i[ ein nicht speziell gewählter ganzer Divisor

der Klasae und ist die ganie rationale Funktion deren Zahler 9( is^ un-

*) ir, L. 8. 383.
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zerlegbar, 80 he'iüt daa üeaoblecbt des duroh ^=0 defiaierten Körpen d«a

Gesvh/e<:/it iJ<:r Klasse.

E» sei nun P ein Divisor. Wir stellen ibu in der Form dar

wo 4> ein Divisor erster und p and p' ganze Divisoren zweiter Stufe sind.

Die Ordnung von '^5 sei (i-.ft).

Jeder Hivisor (Ut Khisae (/') ist vdii der Form C . wo T. ein

Divisor erster Stufe der Ordnung (^., »0 ist. Will man die ganzen Divisoren

in (I') bestimmen, so kotnnit oh ofienber auf p' gar nicht an. Wir nehmen

daher der Kinfaeliheit halber an, p' sei gleich 1. Ist ferner Ci)^ ein ganxer

Divisor der Klasse (/'). so nuiü & dureh p teilbar sein und & selbst ganz

sein, l-^s i.st also & der Zähler einer ganzen rationalen Funktion von y

vom Grade (iL, /<). Zunächst muß daher (k, fi) > (0, 0) aein, sonat ist sicher

die Dimensioii r=0. Es iat weiter die gance ratioiiale Fonktioii <j, deren

ZKhler <B bt, so zu beatimmen, dftfl ® dnreli p teilbar wird. Geometriseb

ausgedrUekt heißt das: Ea aollen alle Kurven GssQ IteatimiDt werden,

die liöelistens vom Grade (>.,/<) sind und die sieh an gegebenen Stellen in

gegebener Weise verhalten. K» ist also eine lineare Kurveuschar zu

bestimmen.

§7.

Beweis tltifüi; äaJJ der iJivi^or p itiimer durch tincn kanonischen

ersetzt tcerdett kann.

Es seien für die Stelle 'f, Primteiler zweiter Stufe a,,a„ ... definiert

Wir wollen die Bedingung, daß eine ganze rationale Funktion durch einen

aus den a,, a,, ... zuaammengeaetzteu Divisor

tottbnr iit, eraetien dnreh die Bedingung, daß die ganse radonale Fnnlctlon

24*
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teilbar int durch eiuen anderen puiMid gewählten Divisor q, der sieber

kanonisch isL

Sind <ib niid genügend groU gewählte gaiise Zahlen, to tiiid licher

{x—ay,(y—by durah p teilbar, wenn f'^f^o>aa. Wir betimehten nu
alle gatizen rationalen FanktioDeD tob jr, y, die httehitens vom Grade ((>„- 1,

a„ ' l) sind und sondern ans diesen diejenigen aus, die durch p teilbar

sind. Da liii' Bedingiingsgleicliungen, die sich dufilr erf^eben, linear in den

Koetti/.ientcn der ganzen rationalen Funktionen sind, so bekommen wir eine

endliche Ansahl von linear unabhängigen Funktionen

von der Art, dafi jede ganse Funktion, die durch p teilbar ist, sieh in der

Form danteilen IMfit

c, il,+ c, + + c, A,+ ^, (x -«/+ ^t(y
-

wo die c. Konstanten und v, , \i, ganze rationale Funktionen von y sind.

Umgekehrt ist HU<-h jede solclic Funktion durch p teilbar.

Wir betrachten die Funktion

i4 = c,/l, + r,4+ .-.+ r,.l,,

WO die Cf Konctanten sind, die wir als Parameter betraohleD. Die Dis-

krimioante von \ in besag aof y aei f. Befreien wir f von dem etwa vor^

handenen Faktor x- tt und setzen dann .r = (», so ergibt sich eine ganae

rationale Funktion der <,, die mit -/ lu/fichnet werden möge. Wir lassen

für die r, nur solrbf Werte zu, tilr die y nii-ht Null wird. Diejenigen

Wurzeln von .1-0, die tUr x — ti den Wert // annehmen, seien

Die Aniahl dieser Waneln ist für die angelanenen Werte der o, immer

dieeelbe nnd aaoh die Form der Entwieklnngen dieser Wnnseln nach Po-
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tenzen von x—a, d. h. die Exponenten der in ihnen Torkommeadco Qlieder,

während die Koeffizienten mit den c. variieren.

Eft gilt nun folgender wichtige Satz: Stimmen zwei der Entwicklungen

jfi noeA ACnuwR «o» «—« «« den «vftn «-fl OHedem vberem ßr aUe tu-

ffdauenen Waie *o nnd die KM^fSgienkn diestr GKeder von den c, tmoA-

hängiff. Es sei etw»

. *i *^

y,a5 4- a, («—«)• + «, (ar- a)« + •.

,

3^= 6+6,(«— a)« + A,(j:— a)« +

and es sei "1 = ^,, <'t = f',, ••• = fllr alle zugelassenen Werte <\. Nun

ergeben sich aber*) und f>, als Wurzeln einer algebraischen Gleicliung

^(^= 0, deren Koeffizienten lineare Funktionen der c, sind. Soll 01 = 6,

•dn, M vanB sieh von der Fonktion 9^ rodoiMl der Fnktxw G^^oO* >^
q»«IteD iMsen. Würde von den nhbMngen, lo würde es daher eine

ntionab FnnktioB der c, sein; dann aber könnte r/>(0 niekt — wie esaan

maß — eine lineare Funktion der r. sein. Ks i^t also von den f\ unab-

hängig und ebenso ist der Heweia fllr die folt^enden Ivoeftiziiiiteii zu t'iiliren.

Wir nennen in jeder der Entwicklungen 1/, denjenigen Teil, der aus den

ersten Qlledeni kestekt, soweit «je konstnnte Ko^storten knben, den

weeenäiehen Teil,

Wir beseiohnen nun mit A| eine Entwioklang, deren erste Glieder

mit dem wesentlichen Teil von
//, Ubereitistininien und deren weitere

Glieder mindestens von derselben Ordnung sind wie dtw auf den wesentlielien

Teil in folgende Glied. Außerdem soll die Ordnung der Verzweigung

des dnrek h, definierten Primtdlers dieselbe sein wie die des dnrek de-

finierten und endlidi sollen die h, so gewiktt sdn, dnfl kefaie der Differenzen

ht—ht dnrch eine höhere Potenz von x—a teilbnr ist, als nach den Torsns*

gegangenen Bestimmungen unbedingt nötig ist.

Wir definieren non Primteiler zweiter Stufe ftlr die Stelle a, 6 dorok

die Entwickiaogen
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Die 8o definierten PriTiiteiler brauclu-ii nicht alle verschieden zu sein. Denn

weiiii zwei der l!<utwickiungcn /<« auseinaiuU-r dadurch hervorgehen, daß jc

ein oder mehrer» Male den Pnnkt a nmUnft, so «{bI die zugehörigen Priiii>

teiter miteinander identisch. Die so definiertwi, Tondnsnder verschiedenen

Primteiler nennen wir ii,-li>,"*. Wir bestinnien nin einen Divisor xweiter

Sinfe

q= bf' lif*
—

so, daii jede der Funktionen .1, durch q teilbar ist und nicht alle einen

der Divisoren % in einer hübereii Potenz enthalten, als er in i| vorkommt

Dann gilt: Jede ganze rationttle FmktioH von «, die durch p teäbar wf,

ist auch dnnäi <| teäbar und umgekehrt. Zunächst folgt ohne weiteres ans

der Definition von .7: Jede ganse rationale Funktion, die durch p tcilhar

ist, ist aueh durch
>i

teilbar.

Um das llnigckehrtc zu beweisen, verfahren wir »u: Es nci B
irgend eine ganze rationale Funktion, die durch i) teilbar ist.

Wir hetraehten die Funktion

(•«<•„Ä + c, X,+ c, /l, +...+ ß+ i4

,

wo die '', Konstanten sind. Ks seien - diejenigen Wnnseln von

r^O. die für x — 'i den Wert '/ annehmen. Bestimmt man die Entwick-

lungen dieser Wurzeln nach i'otenzen von a —n wie bei //, S. 39 u. fg.

and beachtet, dafi nach Voraussetzung für y^hi die Funktion (J mindestens

durch dieselbe Potena von x—a teilbar wird wie die Funktion i4, so findet

man, dafl sunächst die Ansahl der ijj gleich der Anaahl der y, gleich k ist

und dall femer bei passender Wahl der Beseidinnng die Entwicklungen

gelten

0=1.»....*)

dabei enthält (j^ nur Glieder, die mindestens von der Ordnung des in auf

den wesentlichen Teil folgenden Gliedes sind.

Dann aber ist, wenn durch die Entiri^lmig
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irgend ein Priateiler a definiert ist, y-^h immer mindestens durch dieselbe

Potenz von x—a teilbar, wie y—j/i. Dalier '\A auch (,y—'ii)— ('j—'n)

damit auch C durch dieselbe I'otenz von n teilbar wie ('/— .Vi) ••(.'/ — '/O oder .1.

Es ist also C durch p teilbar, weil A durch p teilbar ist. Da aber alle

dnreh p teilbar sind, 80 ist anoli — wie bewiesen werden tollte —
B darob p teilbar.

El kann also für unseren Zweck p dnreh j| ersetzt werden. Aber

der Divisor q ist kanonisch. E« sei nämlich etwa der darch /<, definierte

Primteiler und er sei Verzweigongsteiler der Ordnung a— 1; dann ist in

q die ft-t» Potens von hi endialten, wenn

(ö.) (Ai-J^O

^fiiau (liirt li \.r—ti)- teilbar ist. Nun sei b der zu ii gi-hürige Doppelpuiikts-

divisur und 5 der Ver/weigungsdivisor, dann ist geuau durch b| teil-

bar, wenn

(6.) (A.-AO(Ai-AO-(Ä.-A*)

r

durch (.t-r/)- teilbar ist Es ist aber h,^hi dureh dieselbe Potena von

x—a teilbar, wie A|— y<, also ist y<.ßi da in (6.) das Glied A|— vor^

kommt, dem in (6.) kein Glied Mitspricht Folglich ist q sogar dnreh

teilbar, also sicher kanonisch.

Ks gilt noch folgender Satz: Ks seien q und q' zwei kanonisctie

Divisoren, die fUr den vorliegenden 'Awcc.k für einander gesetzt werden

können. Kh seien ferner t)^, <>' ihre Ordnungen und 2dj 2d' die Ordnungen der

zagehörigen Doppelpnnktsdivisoren. Dann ist f—d^d^—d!. Man kOnnte

die Dilbrens (t—d etwa die eAamlitem^lweA« Zahl einea kanonischen Divisors

q nmnen.

Unter allen kanonischen Divisoren, die einander ersetzen kSnnen, gibt

es solche von möglichst niedriger Ordnung. (Man bekommt z. B. einen

solchen, wenn man den kanonischen Divisor in der in diesem Paragraphen

angegebenen Art bestimmt) Ist diese mögliclist niedrige Ordnung gleich J,

so nenneu wir
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d«ii Grad des bivUors (ö.) und ueh den Urad der durob (ö.) befttimmten

ICAiM«. Sind 1 und /« hinlinglioh groß, m iit der Gind niehti änderet «to

die Annbl der Sohnit^nkte irgend sireier gnnnn DivisoreD der Kinne

ermindert um die Ansälil der allen gemeinaaawn SehnittiMinkte.

§8.

DU DünentioH r, der Grad D und dtt$ QuddedU ^ tmer Klaue.

Wir hatten «neer Problem zniflckgefttbrt auf die Angabe, alle gansen

rationalen Funktionen vom Grade zn bestimmen, die durch einen

gegebenen ganzen Divisur zweiter Stufe v teilbar sind. Die Stellen, denen die

Primteiler von p zugeordnet sind, nennen wir Gnindpunkte. E« seien dies

die Stellen «, />; u,, A,; Nneh den Remltate des vorigen Paragrapbeu

können wir annehmen, daft p ein kanraiaoher Divisor von mOgUohat nied-

riger Ordnung ist. Die Ordnung von \i sei «T. Es »c\ femer b der n p

gekDrigc Doppelpuuktsdivisor und seine Ordnung sei l'//.

Wir bestimmen nun eiue gaaze ratiouale Fauktiou i\Xfif)j die

folgende Eigeutschafteu hat:

1. ^ aei taserlegkar nnd veraebwinde an den Qrandpmkten.

2. Die Entwieklangen . deijenigen Warseln von F^O, die für

«SSO, den Wert Ii annehmen, sollen so beschaffen sein, dafl sie

zur Definition der in p vorkommenden Primteiler benutzt werden

künueu. und andere Wurzeln, die für x=<i^ den Wert bf aouebmen,

sollen nicht vorhanden sein.

8. Der DoppelpunktadiviBW von F»0 soll mit dem Doppelpunkts-

divisor von p ideatisdi nein.

4. Der Grad (l,m) von FQc.i/) soll nicht kleiner sein als (*,.")•

Der Divisor p kann jetzt aueh aufgefaßt werden als ein Divisor des

dorch FsbQ definierten Körpers Or- Die Ordnung von p ist natürlich anch

dann gleich tt.

Unsere Aoijpthe ist damit xirflckgeMkrt anf die Anfgi^ alle ganien

rnttonalen Funktionen zu beatimmenf die als FnnktioneM das Kttipers ^
nnter Benntiong der fiegrilEB nnd BeieiehaaBgen des § 1 die ZeilegWff

nlassen:
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wo g ein gnner Diviior iit Aber da p dnrch den Doppelpniiktadivtoor

b teilbar ist, so ist, nach den) in ^ 1 Hber den Doppelpuiiktsdiviaor an-

gegebenen Satze auch umgekehrt jede Funktion aus die in der Form

(7.) darätellbar ist, aU gauzc rationale Funktion von x,y, höchstens vom

Orade (A,,a) dantelllwr. Uneere Aufgabe rednsiert sichaJao anf eiM Auf-

gabe der Tlieoiie der algebraiiehen Fonläionen einer Verlnderlieben. Die

Dimension r nnaecer Kbme wird identisch mit der Dimension der doieb den

Divisor -^ delbiierten Klasse des KOrpers % Daber ist, wenn wir nut

p das Geaebleebt des K))rp«rs % beieiobnenf onter Benataaug dea Bimtm»-

/focAseben Satiea

Wir Itetrarhten nun weiterhin nur den Fall, WO die Dimension r^O.
Ea sei dann S ein nicht gerade spesieU gewKhlter ganaer Diviior am (P>

Unter dieser Annahme Icfinnen wir die ganie rationale Funktion anstatt

F nehmen. Der EiaftelüMt wegen nehmen wir an, dafi die so gewiiUte

Fnnktion F irreduzibel ist. d. h. daß der Divisor 9( ein Primtdler ist. Es

ist jetzt (/,7/i)=(A, (») und infolgedessen ist der Zähler von F, der im

Körper $ identisch Null ist, auch ein ganzer Divisor der Klasse (i^. Es

ist daher in (8.) reehts noch 1 hinzuzufügen. Femer wird jetzt p gleich

den GeseUechlB ^ der Klasse (P). S^ien wir noch in diesem Fall

so wird

da aber

I. e=(i-i)(.ii-i)-*/.

so ergibt sich

JoarasI für MaUMaMlik Bd. IM. Hella. 26
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II. r=i'+(A+l)0«+l)-(J-<0.

Die Ordiiang des Divisors ist

also kImner als Nall, wenn auch nvr «ine der beiden QrOAen 1, /» Unling*

lieh groß wird. Dann aber ist sicher r' til» Dimension dner Kla»se von

negativer Ordiinng gleich Null. In diesem Falle nennt man die Klasse

{l') oder aueb die zugehörige Kurvenschar reyulär. FUr dieseu Kall ist

Es ist <liiiin also die Anzahl der linear onabhJtngigai Korfen der Schar

gleich der Anzahl (/ -f- 1 )(,/< + 1) der linear unabhängigen ganzen rationalen

Funktionen vom Grade ,») vermindert am die von Ä,/( unabhängige

Zahl d—dj die charakteristische Zahl des Divisors p.

Wdter Ist meh der Deflnition am Sehlune dea vorigen Paragraphen

der Grad der EvTrenaoliar oder Elaase (f)

m. r)=2i,ti-d.

Au den Glelehnngen I., IL, III. eigibt sieh

IV. />= r-r' + (>-2.

Ivs seien und zwei Klassen. Wir küuuen auuebmeu, sie

seien definiert durch die Divisoren

wo ganze Divisoren zweiter Stufe, und zwar kanonische von möglichst

niedriger Ordnung sind. Es liegt nahe, das Produkt der Klassen (i'OtC/'O

ir. r=CÄ+l)C»+l)-(«^-rf).

P,
'
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n deiniereii «Is dieleniflce KImm, die dareh den Divitor t' 1' definiert

wird. Jedoeh erweitt es rieh d« praktisch, das PMdukt in etwas Icom-

pliaierterer Art za definieren.

Die Gesamtheit der in (/',) entlialtenen ganzen Divisoren können

mit p2 einen gemeinsamen Teiler haben. Den grüßten gemeinsamen Teiler

nennen wir p'. Ebenso sei p" der größte gemeinsame Teiler der ganzen

DiTiaoreo von (i'O ond pf Sind in (7^,) keine ganzen Divisoren enthalten,

so ist p'b 1 n setsen, ebenso ist m setnen, wenn (P^ Iteine gansen

Divisoren entliält. Wir definieren nnn das Prodnlit der beiden Klaasen (P,),

(P^ dnrck die Qleicluing

Diese Klasse wollen wir mit (P) bezeiehnea Man neigt leieht, daO die

Definition nnahhftngig ist von der Wahl der Divisoren ip„ ^ innerhalb der

Klassen ^^^'r benutzen die Bezeichnungen des vorigen Paragraplien

und gelRni allen auf die Klasse (/') sie.h beziehenden Größen den Index f,

während wir alle sich auf (/') be/ieheiiden Größen ohne Index lassen.

Wir beschränken uns weiterliiu auf den Fall, daß die drei hier vur-

kommenden Klassen mindestens die Dimension 1 haben und daB in Jeder

der Klassen wenigstens ein ganser Divisor endialten ist, der ein Plimteiler

ist. Es werde nun die Ordnung des Divisors p'p", die immer gerade ist,

mit 2k bezeichnet. Es ist dann, wenn die Ordnungen von (/') und

hinliiiiglieh j^roU sind. /. die Anzahl der festen Schnittpunkte der Kurven

der ISchar (/',) mit den Kurven der Schar (/*,). Die Anzahl der Übrigen

Schnittponkt» heieiehnen wir mit i Da die Zahl aller Schnit^vanlrte gleich

K/h+J'^ i>t| 80 ergibt sieh die Gleiebnng

(9.) i+t = i,/i, + A,^,.

Femer wird

(10.) - (*,#«)=(*, + i.,^.+/«,),

(IL)

25*
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Weiter findet mm für den so )i gebdrenden DoppelpanktadiTisor

womoB doreli Vergldchong der Ordnungen folgt

(12.) 2d=2c/, + 2(4+ 2A- oder (/»c/i + t^ + i.

E» iat nlao, da t>„ |it in kanoniaeher Form angenommen und also dnreh

b], ^ teilbar mnd, anch p dnroh b teHbar; daber hataneh p die kanonische

Form. Doreh Anwenden der Formeln dee vorigen Pimgraplien ergibt aieb

r = ,' + (Ä+l)0« + l)-(<J-«i)

und mit Beaotsnng der Oleiohnogen (9.) bie (12.)

I. r»r,+r, +i-l + r'-r;-»i.

Ebenso folgt

II. /)=2i.tt-<)r = />>, + L', + 2i,

IIL p=Cl-l)(^-l)-rf«^, + «»,+t-l.

Damit eiiid die Hanptformeln aus der Theorie der ebenen Knrvemeharen,

and awar anter den allgemeioeten Annabmeu, hergeleitet
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Zur Detenuinanteii -Lehre,

VoD Herrn Lom fioobcMto io KSnigibMg i. Fr.

ntobfolgende Aoteti behaodelt in f 1 dn ein&ehes neim
Bildnngagowli der Detenninanteii gerader Ordnuig. In $ 2 folgt sun

Zweck der Darchfllhruiig eine« Beispiels zu 5 1 ein Satz Uber halbsymme-

triaclie Determinanten. Der § 3 briiif^t als dtui erwähnte Bt'iftpiel die bereit»

von G/(iis/irr erwiisciu' lieduzierbarlteit einer Zirkulante (2M()-ter auf eine

solche ?/i-ter Ordnung, aber in direkter Darstellung. In § 4 wird die Ordnung

der dantdlenden Detenninuite noch un eine Einhot erniedrigt In § 5

endlich wird im AnadiluO an § 4 eine speaielle HankdanAxt Determinante

behandelt

§1.

Jede Determmante gerader Ordmmg läßt sieh aU Quadratumrzel einer

haibsgmmHritehen daretetten; da nun letztere das Quadrat emer rationalen

Funktion ihrer Elemente ist^ gelangt man zu einem neuen BUdua^igaelz ehen

genanndr Di ti-ntüiKinten.

Ea sei iiäiulich

(1.)

6, 4i,

M iet auch, mag m ungerade oder gerade aein:
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(2.)

+

+:/'. +Ai +»1.

— ff, — ffj — —Ol,

das RMnltat der IfBltiplilMtion der beiden Determinanten ly wHD erfebe:

(3.)

darin ist

«U» «I ?l- *| />! ± — + Pl *| - ?l «l» 0,

«n ff» ft— ± +Pi *i— ?» «1»

fl« = «t — iii»!± " • + *i— ?t «I — «»f

und ebeniM) überhaupt

(4.) ö,, = «,92 - A.Pt± - +i>, *i - </.«i,

("=j-)

(jr « t. 3, -v

1-1.».....;

also

also mit Benntsnng der nbUcheo Beaeicbaong für die Pfeff-JacobUohe Funktion:

(ft.) Z)'=(l,2,3,...2»0'-

Was nan das Zeiohen von D betrifft, so ist das letite Glied der

Funktion (1,2,„.2m):

dw erste Faktor desselben o,,«. entbxlt den Summand der awette
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Faktor ei^iittdra Sommand KVim-% asw., der letzte Faktor den Samniand

(— !)*' /-
.'A. n 1

wenn f,(j die in der Mitte der Budistabcnreilic i'J>,.-.f,f/,

... p, q »teilenden Buchstaben sind; daher kommt unter den Siimmaiirieii des

Gliedes rt,,j.- i auch (abgesehen vom VorzeicbeD) daa Produkt

''i*a- '/I.i^.+i "/^i«-i</j« vor, vmd nirgends andernooy und das Vondeben
, •• — 1 m
Mtmm ProdvkCw iit für ungerades «n: (—1) '

, Hlr gerades m: (—1)% waa

HMB in ( 1) * sosammenzieben kann: Da nttii in D da« Diagonalglied

Oi^'"pam~i9»m so folgt a» (6.):

(7.) /^-(-I)'^»~(l,2»3,...2iii).

Von der Beiiucmliehkeit dieser Methode möge man sich etwa

einer in reinen Zahlen gegebenen Determinante 4. Ordnung gegenüber der

Zerl^ng in 4 Determinaaten 3. Ordnaag ttberaeagen.

«2.

AIb Beispiel eignet sieli der Beweis eines Sattes von Glaisker über

die Zurkukmten (oder IcyMiacli«! Determinanten*), doob scbieiien wir einen

Sata ttifer batbsTmmetrisirhc 1 )etenDinaBten yoraos:

Wrnn (UejenigcH Elemente liner h<iffj.<!tfmme(ri'<(/itn Dttimiintinte

(hdiuniff ' =— "m"""!«..»«) il>'ii'n die Summe iler Jii<lizt:t

x+JL eine gerade Zahl Ut, versekwiiiden, su Wißt sich dieselbe durch eine

Determinante m4er Ordnung ausdrücken, nämlich

(8.) K-(l,2.8,...,2ni>

Betteis. Sind '/ und t ungerade, g und p gerade Zahlen und u< i,

g<P, »0 ist, da der Voraassetaang naeb a;,B>0,

*} 8i«lM Bmab Di«0nDiMDleo, Leiptig 1900, 8. 73 IT. H«it Ptueal, dem idi

difi (ilpichnns (7.) und ihren Heweis priv.ititn mitgoti'ilt Hatto, w»r so freundliok, mir
eineu Beweis» zu scliivkeu, den er suf die Juii>iacache Kegel gegründet hat
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I 0„ Ot,

Bezeiclinen wir ferner die iy«/'8che Funktion 2i/i-ter Ordnnng (1,2, ••2h»)

init/X2m) and die i '/'({//sehen Funktionen (2 m-2)-teTOrdnung in folgenderArt:

(KvkloH=2, 3,...2»*i,2; also (2m+ l)-l£ykli8ch = 2}, dann ist, wie bekannt,

da usw. verschwinden,

(10.) (l,2,...2in)=a„/»,+o„P,+...+o,.,,_,P,,_,+o,,,.ft.+,;

und ordM» wir irgend ein (k »Ig ungerade gedacht) so am, daB ab-

weehselnd dne ungerade und dne gerade Zahl auf einander folgen, and

sowohl die nngeraden Zahlen unter sich, wie die geraden Zahlen unter sich

eteigciide Reihen bilden, wodurch i\ in Ubergehe, »o Uberzeugt man sich

leicht, daß gemäß den Regeln betreff» der Yertauachung von Zahlen in der

/'/it^ftchen Funktion

(11,) J^,=(S, 2, 6, 4, ...k~2,k-S.kM 1, ...2to- 1 ,2iii)=(- 1)^V»

wird; lomit ist

(12.) (l,2,...2m)=«„A',-«,»A^^±-.-K-l)- ^V,_. +(-l)-'iV,.^,

wobei insbesondere

i'.-+i=(2,3,...2jn-2,2m-l), JV,.+,=(3,2,ö,4,...2m-l,2f»i-2).

Nan ist dnrob (9.) bewiesen, dafi

n4)=(l,2,3,4)=i?j^;

somit sind (unter Hinaifttgang oberer Indises rar Beseieknang der Ordnang)

Ar msS, i^-(3,4,5,6), i^/»(3,8,6,6), ^?»(3,2,5,4) Ftotial-Deter-

minanten ans Jl^, «od sonit umA (12.)
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folgUob sind für m*»i:

i\J-(3, 4,5,6,7,8), A'; =(3, 2, f), 6, 7,8),

AV=(3,2,6,4,7,8), iV?' =(3, 2, 5,4, 7, 6)

Partial-Determinanten an» and daher meh (12.) wieder

und in gleicher Art ist der Beweis allgemein zu fUiiren.

191

§3.
«

Die Vonumetning des Torigeii Satne trilft, nach der Umfomiiing

gemiifi (4), bei den ZirkuUmten geradtr Ordmmg so, d. Ii. bd Detemrinanton

der Form:

(13.) "i "l "l ... "j.-l 'hm

Hier ist nach der darch Gleicliung (4.) dargestellten Regel

(l"i.) a,,„ + , = {«, <t,i - ö, + + Oiiflil

+ 0»«— a>A 4^* Oia^ii + a,,_, a,»+j— a,, 0,»+,} 0,

ebenso ist bei zyklischer Verschiebung

06.)

JwTBd llr MalbuMUk Bd. lU. 1*11 3> 26



192 &aaUehulz, zur DeUrmmoHttn-Likn.

im

(16.) (- l)*-'fl.«,.-*+^Jf^(-iy-'a»ai.+„_.

und weiter

(17.) a.+,.M-r=(-iyj Ii (-l)*-'«*a,«_»+ (-l)*-'ö*a,.+«-i

Ib iMMHderoD iat

(18.)

(19.)

1)" «1,»»»

=— «.+ 1,1-1 ttsw.,

d. h. der Wert efam Gliedes a,i Ueibt nogeliideit, wenn

der beiden Indizes um eine genuto ZeU «rhBbt vnd den

Zahl vennindert^ und noeh

(»»>•)

den einen

um dieielbe

0«+»«.l*«'i. = (— 1)"* «Uli(20.)

woria c lad V gkieh + 1 oder —1 ud
HienuM folgt, dafi alle Elemente a,i gleicb dnen (oder den im Zeidien

ea^jCQgengeaetiten) Element der Reihe

(21.) a,j, «2J1 "«» ••• Om,m^l

muL Infolge der Gleiehnng (16.) iifc nun (mit Rttdmieht mif (7.) und (&)>

(22.) (-i)-^c;.- «1? «U "|6—«I,J»

"« ö«4 O« ••• fl»,»»

«

*

(r.|a.-l)
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Betrachten wir dieae Determinante nälier, so sehen wir trstens^ dafi

die Diagonale bei angeradem m aas den Elementen

<in ^^b« 1 1 3 I, >• I

bei geradem m au den Elementea

''n"j« l,»"« 4^ 1,11. ''2«i—l,Jir»

beitoht, welche maii gemlS (20.) im eiaten Fall doreli

in zweiten Fall doroh

ersetzen kann; — zweitens^ daß die P^lemente, welche auf einer der Neben-

diagonale parallelen Linie atehen, wegen (19.) einander gleich aind.

In j^edellen ist hgendeine Zdte der Determinante in (28.) von

der Form

<'t»4.»,«^»+l,».»«<*l»+l,»»*»»*l,t»+t«"<l't»+t »"Ii

Statt dessen kann man nauh (19.) setzen für ungerades hi

für gerades h;

Dabei ist, wenn Imde Indizes grüßer als m werden, die Gleichung (20.)

aanwendoi» nlBlieh

fllr gerades m
*'~Ui, fllr nngeradea m.

Das SchloBgUed ist fttr A=0 (1. Zeile der Determinante) bei geradem m:

26*
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o.„ + i,
hei ungeradem vi: a„ „j^i; ist /i>»0 und gerade, ao ist dasselbe

t'A 4 1 . A 1 t'ii r uiigeradeä A : ^ ^ , . Die letzte Zeile (A»m— 1 ) ist für uugeradesm :

ffir gerades m:

Infolge dieser fiemerkungeD erumtt tieh di» Determinanle m (22.) alt

ZifiaUanie in OberdiMtiiDmiing mit dem 6ku$hen6haa Sets.

Wir baboi x. B. fllr irs6 nnd ins4:

(23.)

'iu
=

<^I1 "Jl "m «54 "»

O« 0» 0« o» «h» Ou «1»

Am «M «S.. «II O» <»*« ^'rt fl»

"m «m, flia fljj Oj» Oh Oa Oft Oh

Ott On <h» Oh

§4.

Wir ziehen ans der nnprUngliclieu Form von (\„ in (22.) noch einen

SLliluß. Wir bilden die Summe der Elemente der ersten Spalte in (22.).

Aus in (13.) folgt gemäü der Kegel (4.) als 1. Glied von a„: a^o,,

als 1. Glied vou a^i o,«/,, usw., daher als 1. Glied der Summe

dieees: («i+ Ot+ <r,+ + aa«.|) a, ; ebenso iit die Samme der 8.QUeder von St

oder («!+«,+ ••• +a»«_i)«i.-i

usw., also die Summe aller Glieder mit positivem Vorzeioben:

(oi + o,+ fl»+ •••+a,„_,)';
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in ganz ähnlicher Wdae ergibt aicb die Summe der 2.f 4., ... 2m-teik

Glieder iu Ü:

= -(««+«+ +— + fltmy,

folglicli ist

(24.) »(«1+ Ob+ tf,+ ... +«>») («1- «»+ «1- ff,± - ff,«).

Nun Ist aber die Summe der Elemente der Imderen G^ten ebenfells gleiek

S, wie aas dem Anblick von (23.) deutlich 2a sehen; schreiben wir also

statt der Elemente der 1. Zeile in (22.) die Summe der Kiemente der be-

treflfenden Spalten, so küniieu wir .S vor/.iehen und dadurch den (irad der

Determinante um eine Einheit erniedrigen. Da aber bei dem Übergang von

(22.) zu (23.) keine Umformung cini^titreten ist, Mndero die Elemente der

Determinaate nur andere Beaeiehnnngea erhalten haben, io Mnnen wir, der

Anschaulichkeit wegen bei den Beispielen bleibend, die erwähnte Prozedur

anch in der Form (23.) der Determinante vornehmen und erhalten dadnroh:

«M— «» <*•— «» «I«—«M «I»— Oa«

«j» «w— ff» ff«— ff« «»— «rt

ff»— ff» ff»— ff« «»— ff» ff»— «»

«B— ff» ««—«O «»— ffjl ff»— «M

«»— <fe <'u—Ou «»— fl»

ff» — <»» «I» — «» «a - «u

«n ~«» «M— ff»— »«

Was endlich die Elemente usw. selbst anbetrifft, so ist

ö»=ff?+ (- l)""«Ui-2(«i«,- -«'i
4- ••• + (- 1)""",,, ". + 2),

lud die andern ff^, mw. folgen hieran» dnrdi sykliiehe ErhShnng aller

bdiaea um Je eine, bav. je swd Einhdten naw.
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§5.

Die Determiiuuiten in C'^ nnd und Spesblflaie der Banhektthea

Determinante*)

(25.) \ K-'h, h,

nämlich lolelie, bei denen die Snmme der n im allgem^ai Tondnander

anehiedenen Elemente 6t+^+"-4-A. venehwindet Eine eolelie lK0t sich

durch Umkchrang der Tinliin angeWMidten Prozedur anf eine lirkslnre Deter-

minante ?i-ter Ordunng zurilckfinircn, uas fllr ein gerades n zn empfehlen

ist, sie Uil3t sich aber aueh direkt lieluiiMiclii. Da jeiloeli die Metltode älin-

licb derjenigen bei der Auswertung der allgemeinen zirkulären Determinanten

ist, w mOge hier nur da» Bemltet angegeben werden.

Beneichnen «t,«^,...«,., die Wurzeln der Gleiehnng

(26.) ^Zi=0

nnd Betzen wir

(27.) V(ß)= *i+ /'a«+^«'+••+ ^.

,

wolwi

(28.) 0= 6i+ 4,+i,-|-

onraageselit wird, so ist die obige apesielle HaMu^ Determinante

(n~I)-ter Ordnung:

(29.) ^
-

!/'l.«i) V(oj)—V(«.-i)-

*) Siehe Patet^ O^erminanteii S. 67.

Digitized by Google



SaaUchütz, zur Detei'vunatUm- Lthre, 197

Z. B. iit für »»6 nul bd EiafHkcuiig der fiecdelmiingen

die Determinaiite

6, 6i fr} 64

6, 6i 6« 6j

6, 64 6s 6,

6« Äj Ä, 6,
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Nouvelles applications des paranictios

Continus ä la th6orie des formes quadratiqueis.

Deaxiöme Memoire.

Becherches snr les parall^lloMies primitifs.

Par M. Gttiya VoroKoi k Vanovie.

Inlroductiotu

Lm idMo4m eoimnes de r^dncüon dw fonnes qnadratiqaes poBittret

binaires, ternaires et quatenmirea*) rqKiMnt rar ine propriötö des formes

qoadratiques positives, k savoir:
m V

Chaqiie forme qiKuIrtititpic positive £ ('u-'^i'^, " '* i^ariables possede

daiis fetutciiilik E compose de tons Ics .ii/sti^mes (x^jXff,„x^ d$ wUeurs eniiires

deg variables £'1,0^, ...x, n minwui consicntift

däermiaA ä condüum qw U däermiaant m ^un tj/t^me

{'in4i»»"trt)« ('l«»^l'"(*0»*"ftii»4i»'"O

de reprütnUaiooB de eet niunW dam Centemble E ne e'anmUe pat.

•) Lagranpe, Recherches d'Arithm^tiqae. (Oeuvres, t IIF, p. ß'jo.)

6m{|>, I)is<|uisiti«Mies aritliiiu>ti< (Oeuvre«, t. I, art. 171, p. 146).

L^eutu-Diruhlet, Über die Reduktion der positiven qnadratiseli«!! Fonnaii mit
dr«i unbestimmteD ganzen Zahlen. (Oeuvres, t. Ii, p. 41.)

Mvdowaki, Sar la reduction des fonma quadratiques positivoa qnatonaifN.
(Compt«» Keodns dM waneea d« l'Academi« de Paria, t 96, p. 1205.)
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Dana tarn Im om oü an •

199

•-±1,

00 pmt traotformor la fonno qnadntiqae doini^ SSa^,x,x, en me löme

^•hratenle k Faide d*nie mlNtltalion

«,•^^^44* lial.t....»)

Dani Im foime tnniformte ^Xc^a^j^, od ann

La forme obtenne £2:tt'^XiXj s'appelle rcdaite d'apr^s les miuiiua

ooni£eiti&.

Lee forme« qoadratiqnes poaittm liinaires, temairaa et qoatenaina

peavent 6tre r^oites d'aprte les minima cona^catife.*) L'algorithme h. I'aide

daqoel on effeotae la r^uction de cee forme« est fondä rar le th^r&me

snivant

Pour qii'une forme qiiadraliqtte pofüwe

>ioit rvdnite d apri» kf nUnma eonaicta^, ü faui et ü svffü qu'm mt ht

inegcUites

(2.) f(*it^f'*t~u^i^t*ti'-^^'hM »-»,»,...•)

et

(3.) au<f»n^"'^<'mi

quelles que sotent Us vaknrs entÜTes des varioblef

*) Korkine et Zoloiarefft 6at lea forme» qaadratiquea positives. (Mathematische

Amwlea, 1 6, p. 336 «t 1 11, p. 242.)

JaoiMl «r MaIhMMiik Bd. 184. H«ft 8. S7



soo

Eil taUant

(4.) Xj»a^-t-J,y» ob (1^1=0 et «»1,2,...». (k^i.!.....!

on dett'rmiiiera pour lu forme doiiitre /(-Ti,«^, ...a;^ les iiombres euUers

Jj,...<7t_,, <^>i,...'^ ä coiiditiuii que la valenr correapondHiitf /"(«^„ ... 1,

-Mt ••' (^.) soit la plus petite possible. £ii faisaiit aaccessiv erneut 1 , 2, ... u

et en repctant le procede expose, on transforiiMra toajoura la fonne doonee

k Taide d'one airie de rabatitatioin (4.) en wie fonae qni ne diflira de la

forme r^uite que par ane permntation des coeffieienta (nai2,3,4).

Le prooed6 expoaä dana le caa g<^n^ral ne peut etre noii plus pro-

longe ind^finimeiit et on arrivera toujours k uiie forme quadratique äqui-

valente SSa^XiX^ qui v^ifie lea iuegulitia (2.) et (3.), mais on ne connait

paa, k panirdt oiBliredeiTuiaUean>4, ai lei eoettcients (4(^=1,2,...

dana la fonne obtenne {wiaentent an ayatime de mlDin» eonadeatift, de plna:

on ne connaU meme pas, si la rödnction de cUaqiie forme qnadrnltqiie poai«

tive d'aprös le» minima «;oii8('<-utifs est pousible,

Ou üe drharrasse de la difficulti' sigiialt'-e par le changement de la

notion du äy.steme de n minima eunseeutifü eu ue conaid^nt que lea

syat^mes (1.) qni vdriflent l'öqoation

WB±1.

Ü'eat la m^tbode cotiuue i'Iknnite*) qni a 6te recemmeut reprise

par M. Mmkowsii dana le mdmoice intitiild: «DiakentfaiutltBbefeieli für ariUi-

metiaehe AqalTalens***).

En partant comme Mmkou/tid de la meme baae: dea traTMix de

J.i'jritni'- ! itrlrlilft et d'/IiTiiiitr («nceriiaiit les fornit-s quntirutiques positives,

j ai travaille pendant douze aus daiis im uuti i- cliaiuji d« rccliercbe«. i'tudiant

lea propriet^ des syst^nicb de uombres enticra qui repröscntent le miuimum

de la forme
na m

2: 2: (lij :t,x, + 2^' a.d,

*) Htrmkt, Extraita de l«ttna a Jaeabl aar dUTannta ottfata de la theori« dea

aombr««. (Ce Journal, (. 40, p. 302.)

••) Ce Jourul, U 12«, p. 220.
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duu roMemblfl U fonn« qnadratiqae SSa^x,3^ dtaat positive et

ffiiOi, ...rr, les param^tres arbitraires qnelconques.

Dans le cas »==2, le probleme poa^ a iik r^soln ptr Lejeun«'

JJirichlet et par JJennüe'y,

Ell rMtehimiit tnx principes qui ont aervi d« baae dam ees redierebes

k oes deaz illutfea gfomitrai, j'ai obmnr^ qne le problime ^oneö est

ittttmement li^ an probtime de la rddoction des formes qnadratiqaeB positives.

En effet, Lejcinu'-lHrk hlet q\ Ilerrnitr ont deraontre le theor^me aniveoti

Les coiiäitims ntcessaires et suffisa/tles jtour que [imgaHte

tulbn»t€y qufUest qne toünt tes caleurs entierea de x ety^ se raminent en general

ä tix in^alüeit

<rl' + 2'> Im + nn' + 2 (« /+ m)>0

,

o& let tgtthMt de nombree entier»

ne dt'ptudent que du eoeffieient» de la /'unnc qnadmlique (a, 6, c).

En envisaiifeMit les panuBitres« et fioomme lea eeoidoiinto eartMeimea

d'nn point («,//) du plan, oii di-terminera par les iiit'galiKis (ö.) un bexagone

/' qui est form^ de trois paires d'arf'tes paralUles. L'etude des propri^t^s

de rhexagoiie P joue im röle important daiis les rectliercbes de I.iji'uue-

jMrüh/et qui a iiidiqiit^'- dt tix proprictos fondamentale» de l'bexagoiiti

L It exiHe un yronjte de inmelalune de fhexagone Pä Faide dvfueUee

timt k plan eera eouvert par les hexagonet conffrueats,

II. Cluiqne fumw i/iKtdmliqite positive binaire pvnt itre Iranefbrmie

en WM forme ^quimletite (o, 6, c) aatiefaiaant aux condition*

(«.) o-6>0,6>0,c-Ä>0.

*) l^jeune- DiriehUt, Memoire citc.

Herma$t Sur latb^ed« fomiN qaadratiqo« ternaitM. (Ce Jooin., 1 40^ p. 178.)

27*



Vlumgone P correspondeutt ä ia fonne (a, 6, c), dmu U cot

a-6>0, 6>0, c-/y>0,

«it amuMriU par ka wytttmu

(70 (1,0), (0,1), (1,-1).

D«m$ ha eas a— 6csO, om i->0, ok ü— 5nO, thuagone P te ridttä

ä um parallelot/ramme.

Lea in^galites (6.) rl^^finisäent nn domaine !> de formes qoadntiqa«

bioaireH qui est parfaitemciit detennio^ par le« systömes (?.)•

A l'aide de la Substitution

<m tranaformera le domaine Z> en an domaine 1/ d^fini par l«a io^galUte

(8.) «+i>0, -6>0, c+ Ä>0

qd eit oanwKrM par le» syit&mea

(1,0), (0,1), (1,1).

Od appelle rMoitea d'aprde ^M/u^ lee formes qoadratiqnet poeitivea

Usaina qol v^ent lea in^t^ (8.)*>

En effbetuurt toiitei lea tramformatloiii dt donake D k l'aide dea

aubatitatioBa

«sa/ji' + y=p' x' + (( y

k ooeflleienta entieia et k ddlerminaiit ± 1, on obtlent an eniemble {D) dea do-

mainea de formea qnadratiques binairea.

L'ensemble (/>) des domaiiieB partage nnifornu'inent rensemblo de

toatea lea formea qaadratiqaes positives binairea, c'est-4-4ire: nue forme qui

'} MHnff, Cbw dia Maina and torolraa qoadimtisobw Fonata. (Ce Joofsal,

t. il, p. 143.)
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eat Interieure h un domaiiie quelconqae D de reiisemhie (/>) n'a|ipartient

& Buuun autre domaine de cet tnsemble; nne forme qui est int^rieure k une

face du domaiue D n'apparticut qu'ä uu autre domaine de rensemble (/>)

qni eit eootigii tn domaine D pur oette Cmm.

Las rtadtata azpoa^ m*<mt amanö ä an nonveai point de yoe ur
le Probleme de r^dnction des forines qoadiatiqaes poiitiTe«.

jtrub/i'iiir ilr ri''iliietii>n des formes qumlratiques pvsi'ft'vrs consis(e

Hilf jHtrtition nni/hrinf de fensemble des formes qnadratiqnt:-- jmsidres it faide

des domaines de formes, dvtermincs a l'aide des megalUcs liiuaircs et juu%ssa»t

de ia propriete que chtique subiiilitiion ä eoeffieimts «tUiers «T ä ditermmatU

±ltuehM^paif«mmbk(^[Jf)deee$do»mttu, &»partageaiU Fmiembte{fJ)

en dasaet dt dommnet iqmot^mt» et en ehomt$ant let np^^tentantf de tmite»

les clastet

m apptUera rkbatet let formet ^uadratiquet qui ap^arlieimeHt ä eet demaintt.

On pourrait ^onter les conditions suppldmentaires aax domaineB (9.)

en dematidant; 1.) qne ni=z\, 2.) «nie les fornica quadratiques positives (]ui

8011t iiitericures au domaine /> nc soieiit pas • quivalciitcH et eiitiii, 3.) que

le uombre de» inegalit^ Unfaires qni döfiniiuieut le dumaiiie »oit le plus

petit poüible.

J'e^re ravanir me antra foia ao probltaie poaö da la rMaction dea .

fonnaa qoadratiqnes poBHiveB.

Dans ce memoire, je me borne h INHude des domaine» de formes qua-

draüqnea qa'ou obtient en generalisaiit les reaultats expoftea des recherches

de LejeuwDirichiet et d'Bemuie pour lea formes quadratiques positives )i

an nomlire qneleonqve de variaUaa.

L'hexagone de LejeHne-DineMet peot £tre remplaed poar leB fonnea

qnadratiqnes positives h u variablea par an polyidre oonraKa de l'espaae

analytique k n dimensions.

Pour uue forme ijuadratique positive SSa^XtX^^ le polyedre corre-

apondaot R indaanla in eniembla dea points («,) Tärlfiant rindgalitd

(9.) i» •••

(10).

dans renaemble E. Le polyMre R peat ftre ddlerniai k l'alde dea in«

^gelitte ind^jiendanlea



Voronot, rtrherclie» tur Us paralUloedre* primitifa.

JSSOi, /|, Ijt ± i £tt, /„> 0, p-i.a«.~«)

doot le nombre 2 t ne döpasfte par one limite

2«<2(2"-l>

Lea qntfeaie* de nombre» entien

(11*) dt (All 4i » i CA» ^1 •• • • ••i (^»i4« •••40

ddfiniuent par Im ^aationa corrtspondanttt

SSOi, 4t 4t±2 ^= 0

8 t Amms h n—1 dimeiMioin da poly6dre iS. Comne om fcom Be partugejit

«I T poiiet de flwea panllMee, J'appelle penllöloidre le polyMreR eocmpon»

dent ä tme forme qaadratiqne positive ({uelconqae.

Lea systömes (11.) jouis»eiit de plusieurs propri^t^» importantes.

1. l'tmr ifu'iin .«fr/.vA'mr (/,,/,,,,. /,) ai>fuirtieniu' ii (11.), il fonf

et ü mffU ipu' dein .sys/t'/w.« (/n4f«4) (""'u ~ 4j — (,) toient les

*etUe$ itfritenUUions du mtnttmtm de h forme SSa,^XiXj dan» tentenMe

eompoti de Unu k$ sysünus de nombret entien qm eont eongru» au npüme

(tifl,t.,,Q par rapport tnt modttfe 2, le sytthne /^aO, It^0,,.,l,tm0

Hont r.rcfn.

2. Pamn les systhnes (11.) frourt itt tmites le* repr^entaUon» du

viiiiimum anthmclique de la formi- qniulmtuiue positive SSa,fXiXf,

8. hami ha tyükmes (11.) m trcwpent taue ha eyethnes -(l.) qui

refffhetUtat n mninna eansicttHfs de la forme SSOifXtXf,

4u Tom les determinant* qfi'on peut former de n »yetimee queleo>mue$

e^parteneaU a la Serie (11.) ne depasaenl pas en tfaleur immtfngu« tme

/nm/f Ii].

l'A\ dcsignant par le symbole le iiouibre de face» k y dimeusiooa

(ysO, 1, 2, ..•ii'-l) d'un paraU^loMrc A', j'ai troav^ qne
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En faiaant rsO iam oette in^galit^ od obtient

dorn l» bobIw» dM Mnmels «Tan paralläoMre R m dtfpMM pa» nne

limile (n-i-l)I. En fUttmi on oMent

Je demoutre daii« ce memoire qu il cxistc des paraüelocdrea pour

leiquela le qrnbole 8^ a'exprime par U foriniile

= (n+ 1— y) (ib")»«i. t»-«ti.*.»

Tou8 ces |)arall<'Io('(lri!3 soiit primitifs.

La iiotiou des parall^loüdrea primitita joue un röle important daua

mes reuherches.

Je aaia aniv4 k In notion d«B panlläoMrea primitift on obaoryant

quo laa parall^oMrea poaaddent U jxvpdM I dea lieugonea de Lt^eune'

Doiehlet^ k savoir:

I. // e.vt.sti' "Ii qrnufif </f tr'iiisliitinns ffii/i p<trttll''}<ii(ht' It ii Taulc.

fiesqxeUes on retnplU um/urtiicment l'cspacc aiudxjliquc </ ii äituemioiis par les

paralleloedres congruentt.

OMgnona par (R) reuaemble dea paraU^oUrea qni aont dMua
par rin^galM

SXa^ x,Xj-\-2Sat^,>JS2a^ /, {j + 2 Sa^
,

/„^f...4 ^tut dea nombraa entiera arbitraires. Chaqae ayatime de

nombres entiers caractdrise nn parall^lo^dre de reiisemblc {R).

Je dt'-inoiitre que reiiHcmhle {ff) de» parallcloMrea correspondant anx

diff^reiita syatemea (0 de iiombres euUera remplit uoiforindmeDt l'espace Ii

H dimensioDS.

Le groape oomapondant de tranalationa dn paraUiloMre R d^ni

per lea inägalit^ (10.) eat eompoa^ de ireetenca qei aont ddtenninda par

lea dgalil^
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H

Clal.t,...^)

ötaot de« nombras eotieni wUtraire«.

Chaqie Mmm«l (o,) de* pandläloUres de TeManble (iZ) appaitkit

an moins k n + l parallcloedres. J'appelle simple an sommet («^ ^li

n'appnrtiont (|a'^ >i+l parallf^loodrea de rcn8eiiible(^ et j'^tablii une ROtiOD

de parallc'lfH'tdrc primitif commnae il snit:

Oll upjtdle iKiralltiloedre primUif iin paralleloedre dotit tous les sointnelf

«onl nmpto.

Tou lea paialldloMree qai ne amit paa prinidft aent diia inprinidfik

A ce point de vae, llmzagone de L^ewu^Dmrhlii präsente an parall^loMra

primitif et chaqne panlldlogramme eat nn paiaUdloödre imprimitif k deox

dinensions.

Chaqne parallölo^e imprimiUf est une limite des paralU-loedres

primitifs et peat %tn enviiagd oonme la eaa de d^dnfaeaeanee dea paraU6-

loidtea primHift.

Je partage lea paralldlo^dres primitift «n types diff^rents en carao-

t^risant nn type de parallt'-loedres primitifs par nn enaemble (L) de Simplexes

correlatifs anx diff6renta BommetB dea parall^loidrea qni appartienneiit k

renaemblc {Ji).

Un sommet pareil (»J est d^t^rmiuä par n+l ^qaationa

S£atji,tl,t+ 2 Sa, i^iosA

.

A M+ 1 syat^nes de nombres enticrs

je f&h correspondre nn Rimpicxe /. en le döfininaot eonaie Uli enaMuble

de poiDts qni sont determinös par les d^alites

km» »all
"

L^ememble (L) dea Simplexes qai sont correlatifs anx sommets de

rememble (iZ) de paraltdloidrea primitife jontt de propridtda importanlea.
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1. L'muemUe (L) de ain^^exes partage uniformimaU tetpaoc ä n
dimentions,

2. En effectuatU les diffirtute» translalions dun simplexe de feiuetnUe

(L) b Umff du tucteun [Q qui $ont diterm»U$ petr k$ twmbrtf Mien
orMnmvr At.4i>"4i «Mien/ un« eftrMe de eimptexei ewgntentt quiappar'

tiennent ä Temembh (I.).

3. Le nombre des siinitl(:re.i incnnqrnriiU de renscmble (/,) est fini,

La propri^t^ II des hexagones de Lejeum'-bu'ichlet poar les parall^

loidrM primitife peat Ctre g^udralis^ comme il sah:

U. Twte» U$ forma ftfodhrtiftiet 91« d^fimesmt k» faraMMm
frünäift afparlenant ou bfp9 canmUmi par teneembit (L) de mnpUxa tont

mUrimaree h tm dbmome de forme» putdrat^uee ä ^-^^^ dmetuioru deßni

par de» migalilk Uniam».

J'obtien Iw iojgalit^s lin^aires qui definissent un donaine D de fonnM
quadratiqucB corrcspondaiit 11 un ensemble (/-) de simplcxes en examinant

les aretes incongrueiite» de» parallclo^dres primitifs appartenant au type

canet&rlsä par Tensemble (L) de Simplexes.

Cbaqoe tonnet (ai) des penUfloUres prinitife de TeBienUe (R)

«ppartieiit k n+l «rtlee [«««««J ^ ^ ponlldloidrei (ib>0,l}8,...n),

Bb poeuit

«a — = (ftt
0-1, a,... »; »~u, 1, 1,... ,)

OD pent ddtmniDer le paramitre poeitif p«, de maniere qve lee Miibrei

soient entiers et ne poas^ent pas df diviaeor common. Je

d^montre %ae le param^tre «'ezprime par ane foiicUoD lin^re

(12.) ft=MpS5»«„

des coefäcients de la forme quadratique doiin^ ££a^x,x,^ lea ooefficienle

J"!**"/?^*!
<»-l.1,...«U-l,t....fi|

^tant rationnela.

J'appelle rcgulateor de TaiMe 1* hMÜoa 9« ddlemfai^e par

I« üMmnle (12.); le eyittaie 0»,0 eit dit eandArMqne de Tartte

Jounul tit MathuMtik Bd. 1B4. H«fl8.

(I>0, l.t,...«)

28
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Comme l'arcte [«,, est corr^Iative k une face 1\ k n — \ dimengiona

da Simplexe /- qui est corrL-latif au »omiuet («.), j'appelle la fonction (12.)

regulatenr de la face 1\ et le aystt^me ±(jJji) caracterittique de la face

Pi'du «M^ptoe L (A;=0, 1,2, ...n).

En d^dgnant par

leg regolateura et les caracterifttiqaes de tontes les facea iocoDgraente«

Ii n— 1 dimeoiioM de Teinemble (L) de ilmplexea, |e d^moutn le fhteitaie

important «ÜTaot:

Le domame de fhrmes quadratiques qni «it caraeiirüi |wr tamaMe
(L) de sitnplexee «ff difiai par les inegaUUs ImSaim.

Qt^SXff^Og^O, (*-i.t,...«i

Tons les domainei de formea qvadraüques qne j*M ^di^ dana ce

mteoire ponMeut une propridtd ramarqaable: ila aont dea domainea

dmplei, i^eat-lk-dire le nenbre dea inägalitäa iiidöp^idaiitin qnl les

d^niiaent eit ipX k^^^^.
' Une antra coYnddeaee a atdr^ depnia longtemps non attentieiB:

«^cat la raladoB qni exiat» enira lea rteltata expoate daaa ee mdnoire et

eeox qni ont dti obtenas dans mou |<ren)ier memoire intitnl^: „Snr qaelqoe«

|)ropri<5teB des formes quadratiques positivea parfaitea"*). J'ai observt' que Ten-

semblc de camcti-ristiiiues + {}i,i),l>'= 1 , 2, .. . ii'est autre diose que reiisenible

de touteH lea reprcsentatiuua du miuimum d'uiie forme quadratique parfaite <p.

Le domabe D oa bien «oineide avee le domaiiie B eofteapondant k la

fonne parfaite oa bien pr^nte nne partie de ee domaine.

Malgre tona mes efforts, je n'at pas reussi ä deconviir le lien qni

rattache les deux probK'mes expoRt's et qni aemblent-^ra ai diffirentd,

abetraotiou faite d'une formale remarquable

qui foarnit Texpressioi) d'nne forme qnadratiqne arbitraire S^a^^XiTj en fonction

des r^gnlateora (>«(i;=>l,2,...a) qni aont d^min^ par la formale (120*

' *) Ce Joarnal, 1 18S, p. 97.
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Dans cette formale <UtO^<"it2,.-.o) sont des nombres eutiers positifs

qii ne d^pendent ()ae des faces correspondantes des Simplexes de l'ensemble (/.).

Aqx diift-rents types de parall^lo^dres primitiv correspond an enseinble

(Z>) des domaines de forme» quadratiqoes. L'ensemble (/>) partage uni-

tomfyavai renaenble de tonim Iw foniM» qnadrmtiqaes potitivM k n TariablM.

J'expoBe dam oe mönoira an algoridme k l'tide doqnel on pe«t

detenainer tou lei domainet de fbrmes qui aoiit eontigns k nn domaine de

l'enaemble (D) par lea. foeea k "^^^^-1 dimenaiona. Cet algoriüime

86 ramöne k nne eertaine reeomtraetion de renaenible (X>) de aimplexea en

IQ aotre ensemble (Z.').

L'ensemble (/>) des domaines de formes se transforrac en soi^m^me

pur toutes les Bubstitutions u coefficients fiiticra et ä determiiiant + 1, En

pai-tageaut 1 ensemble (/^) en des ulasses de domaines öqaivalenU, on obtient

k Taide de ralgoritbioe expoad lea repr^ntanta

dea olasses difft^rentes de domaines apparteiiiiiit a reiisetnble (A>).

En appelaiit reduites les formes quadratiques qui appartiennent aux

domainea obtenus, on ^tablit nne m6thode nouvelle de r^duotion dea formea

quadratiqoea poaMvea..

J'ai appUqnd la tbterie gdndrale expoede ä rdtnde dea deux typea de

parall^lo^dres primitife de Tespace k n dimenaioi» qvi eorreapondent an do-

maine principal dea formes quadratiques et aux domaines qni sont contigue an

domaine principal pnr les faees k 'i^^^lil— i dimenaiona. Le domaine

prineipal eat d^ai par lea in^litda

n

»I '

J'dtndie en ditail les paralldloedres de Tespace ä 2, 3 et 4 dimenaiona.

Dans l'espace k 2 dimensions, il n'cxiste qu'nn seul type de parall^-

lojidres primitifs. ii condition (ju'on iie r.onsidere pas comme diff^rents lea typea

equivalents; c est Thexagonc de Lejeiine- IHnddet,

L'enaemble (/>) dea deapafaiee eat eonpead dana ee eaa d*Bne aral^

elaaae dont le reprdaentaat eat le domaine prineipal ddfini per lea indgalitda (8.).
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Dans respnce ä 2 dimensions, il n'cxiatc qu'ane leule e^ee de

parall^lot'dres iraprimitifs — c'est Ic paralk'logramme.

Dan» 1 eapace ä 3 dinieiisioiis, il n'exUte qu ua seul type de parall^-

loidres prinitiA — <^«t ou poly^dra k 14 hon dont 8 MMt kexagonalei et

6 Boat panHäogrammatiquee.

L'eneemble (/>) des domaines est oompoeä dans oe cm d'ane aeule

elaeee dont le representant est le dotnaine principal. En appelant rddoite

ane forme quadrati<|ue positive teniaire ax^-] <i'i/-^a" ;^-\-2byz-\ 2 h' :.r + 2b"xif

qni appartient au dumaine pnncipal dt'termint' k l'aide des iui'galitcs

c+ 6'+ 6"> 0, a'+ 6"+ 6> 0, a"+ 6+ 6'^ 0, - 6> 0, - 6'^0, - A"> 0,

on uriTera ä la mdthode de rädvctloii de« formea qnadntiqi«« poiitiTee

temaires due k Sellmg*).

Dans l'espace h 3 dimensions, il exMte 4 especes de paralleloedres

imprimitifs, ce sont: 1.) le parallelopipüde, 2.) le prisme k base hexagonale,

3.) le dodecaedre parallälogrammatiqoe et 4.) le dod^ca&dre k 4 laeee

hexagonalea et k 8 fiwee paralläoipraiDmatiqiiea.

Dans l'espMe k 4 dimensioiiSi il eziate troia ^pes de paiaU^lo^re«

primHifs. L'cnsemble (/)) des domainea eat oompOBi de troia elaiaea de do-

mainea de formcs i|iuulrHti(|ue9 quaternaires.

J'ai determine les troia repn-sentants de cea classea

En appelant rädaltea les formea qoadxatiqnea poaitivea qnaternaiiea

(^ui apparticnnent aux domaines /'', D' et 1)% je suis arriv«'> k nne modi-

ficatioii de la methode de rüduction dea foruea quadiatlqaea po^vea qnatnr-

naircs due h M. ('Ji<frrr*').

Jvi»({ü& pnaent, je ii'ai considere que les paralleluedres qui sont

d^is par lea formea qoadratiqacs positiTea.

Od peat enviaajser le problftme de p«ctitioD imiforme de Teaiiaoe

analytiqae k n dimensions par dea polyidree eOBTOxea congnents ioddpen*

damment de la tbtorie dea fonnea qiiadratiqnea.

') Selliiiij, Mt'inoiro uite.

*•) < Uaroe, De la n'-duction des forme« quadrali'^ues qaaternaires positives

(Compteti-Koudus des seaaces de TAcadomio de Paris, t. *J2, p. 7Ö2 et Annales de l'EcoIe

Nomnia aupMonra, Sä mrie, t. XI, p. 119)>
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En appelant parall^lo^dre chaqne poly^dre convexe qni jonit de la

propri^t^ I, je d^montre Ic reniarquable th^or^tne t^uivaiit.

En ef/'ectuant toutes les transformations lineaires possiblts a [aide du

groupt consAm d» nA$iäuHon$

a coefficieiUs rrel.i tptelcmques dnn puriilli'lo''dri' pnmitif\ on ohttent un en-

semble de jHindldoedres primiHfs qui est jkir/hilement deterniine jnir uue classe

dt foffMs ptadnUiqugi potümt» ^qttwaUntetf ä eondäion qu*on ne eoiuiärg

pas eomme Uffünnta» b» formet quadralique$ ä eoeffieimtt preporiumn^.

En vertu de ce thöorime, leproblimedeputitionvidformede reqiaoelin

dimensions par des parallelo^dres primitifs congruents se ram&ne tonjonrs k l'^tode

des parall^lo^dres pritnitifs correspondant aux forme» qnadratiquos positive».

Je sais portö ä croiro, sans pouvoir le d^montrer, que le tb^oröme

^noDcd eit «oflsi vrai poor les paraUdloMres inprimitifB.

Lea paralMloMna de Teqpee k 2 et k S dimoufaMw ont dtö dtwKda

par M. Fedorow*) qni a ddeoavert k Taide de considdratioiia pmiMHt g^oni^

triqnes Texiatence de deax eep^es de parall^lo^dres dans TeHpace k 2 dimen-

sions et Texistence de fin*i enprces de parallt^Ioedres dans Tespace k

3 dimenaious. M. t'eilorow a demontrti qa'il n'existe paa d'aatrea parall^-

loidres dans Tespace k 2 et k 3 dimenuonfl.

Les parallöloidnB k 3 dimeniituiB de H Fedorcw Joaeut m iftle

importut dein la diterie de la itmeture dei eriatM»**).

*) Fedorow, Elemonu de la tbcorio des ligureo. .St. i'utersbourg, lb8ö (m nuae).

Ftdorom^ Regulin Plan- mid RaamtMlang. (Abbiodlangsn dar K. bayar. Akademie der

WiiL, Iia^ XX Bd. II Abt. Münclipn, \><m.)

Voyei «oasi: Mmkowdci, Allgemeine Lehrsätze nber die convexen Polyeder.

{Naehriehten von der KSoigl. Geselbdiaft der WiaMneebaften m OMtiogen, Hadiea^

fiskalische Klasse. 1R97, p.
19H.)

**) Voyex: Fedorow, Cours de 1« Cristallogrephie. St. Pütenbourg, 1^1 (en rutae).

8»nt, Crfetallographie phyaiqae. Oenive, 18M.

Schönflig.1, Kristallsysteme unfl Kristallstrukttir. Leipzigs 189l>

Sommerfeldt, Physikalische Kristallographie. Leipug, IWI.
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Premiere partie.

Paititioii imifoniie de l'^spaoe analytiqiie & it

diiDfiiisioiiB & Taide des traiuilatioiiB d*im mdme polyMreoonrexe.

S«etion L

Floprl^ SteMfls dM parall^loMrefi.

Sur ks polyidres convesees ä n dimenaioas.

1. Od appellera point de Teapace analytiqae k n dimenuonB cbaqoe

aysttoe (x,,d^, ou dniplemeot («Oi des ytlmn rtellea des vsriables

Enriiegeoiiii im ^stine dlndgsUtds Undatres

n

(1.) «0»+ 2^ «rt JJ<>0 (t-i.j,»..)

k coeflkients röels qoeleonqaes.

On dira que rensemble R des poiots v^rifiant les indgalitde (1.) est

k n dimensions, s'U existe des points satisfisisaut aex eonditioiiB

<lm+Sfa*i>0. »fi. >,...«)

On les appollera points iiit<Jricar8 k Tensemble Ii.

Principe fondduietitat). Pour que iensemble Ii des j/utiiLs verifiaiU les

inegalües (1.) soü ä n dimensiotis, il faut et ü suffit que l'eqmtion

*) L« priocip« eooooe oe diffvre qu« ptr la foriuulatioii du principe fondamen-

tal flxpo«^ du» mon praniar m&BMN iatUaU: Bnr qoelqaes proprUt^ dei föna«»

qoadiatiqa« poaHivM ptifkitat. (Ot Jooraal. t 188, f. 113.)
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ne sf r. dnis,' paa ä UM idmiiU tatU ^ tottt ht poromitrtß ifn9it**'9»

positifs ou nuls.

Difimtion I. On appellera pofykb^e convexe chaque eiiseinble des poüUs,

iomi ei

2. Admettons que les in^galit^s (1.) d^finissent an poly^dre convexe

R et supposons que toutea Ics in^galites (1.) soient ind^pendantea. Dans ce

eaa, le polj^re H posa^e a face» ä /t— 1 dimenaiona qui aontd^finiea par

les iqvääem eomapondantea

Out+^auXi^Q. (*=».»....•)

DSfmUieH TL Stg^poMotu qufun poini (a^ afparlenani ä R virifie iu

(2.) «Vt^+^'o^XtsOt <r-i.t,.„rt

et qu'oH Ott les inegalües

Disignons par v k mmbre du dimensions de l^mmMt B(y) compotS

de» pomtt apparlmant ä R et virifiant lee iqualiefn» (2.)> On e^peOeru fiuse

ä V dimensions du pohßdrt R feneembk P(v) (v= 0, 1,2, ... n— 1).

Dans le caa >' = 1, on appellen arfike du poly^dre Ii une face P(l)

et dana le cas 1=0, on appellera aommet du poly^dre H une face l'(0).

Foor plus de generalite dana les notatioDS, ou dösignera par le

Symbole P(n) le polyMre R Inl-mdme.

- SoM oette rMtrietüm, on pent-teonoer te.|fO|HMiilioii niraiite: .

Chaque point appartenant au pe^idre.R eH miärieur ä une face i^(tO

de ce pohßdre, oi/ »' = 0, 1, 2, ... 7i.

S. Sappoaous que le poly^dre R poMÖde s aommets

* * *

D6iigMiii par

tona les aommets de R qai vörifieot les ^qoations (2.)» , :
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Theorhne*), Im face P(v) ä v dimenswu (raO, 1, 2, ... ») tki

polyhdre R definie par les equation* (2.) prktntt tm «nttnMe de pouUi

determmis ä (aide da egalüis

2i 9,a^ oh et *,>0. (r-i.j..„«)

EnBmble de» domam«$ ä n dimensrnhi mrregjKmdant aux difßrtnU *<mmeU

d Uli poly dre coiu-exe.

4. Snpposoiw qa'uD aommet («i) da polydre R soit determin^ pur

les ^qaatioiift

(1.) «ut+ -2 — 0 . c»-i.*>~.^)

Definition. On appeUera domaine eorreepmdant au tommet (aj fen*

Mmbk A de» point» dä^mmie ä Fetide de* igedUi»

(8.) *i~X^9kftm ft^O. t*-*.*f~rt

IMsigiiont pir

(8.) i4|| iit, ... A,

les domaines correspondant aax difi^renta souimets

(««), («I»), ... («0

dn poly^dre R. En verta de la ddfinitiOD teblie, rensemble (d.) de do-

maines jouit de^ proprit^tds nuivantea:

I. Tons les duinaines de fenseinbU (3.) sont it n dtmenstons.

AdmettoDS qoe le domaine A d^terain^ par les dgalit^ (2.) ne soit

pas k n dimemions.

Tool les powts apputoiniit m doHuune A Tdrifiermit ao Boiiift

ne ^natfon lindaira

*) Vogrss moo mfaioira tSiti, n* 12.
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En verta de (2.), od Mira. .

(4.) SpfOa^O. «i.i.t,..^)

Comme Im ^iwtioi» (1.) dMuHcnt an loiiiiDot (a^ polyidre

on tronvera parmi In ayatiine»

(«II» ..• ".i), O'mi ".l). •••(«»«» —

n ayitiiiras dont le dAenniiMuit ne *aiiiHile paa; il ä'emait qve ke glitte

(4.) aont impnssiblea.

II. ( liiKjne point de F«$paee ä n dimetmom appartient au moiru ä tin

domaine de Fememhie (3.).

Sott an poiot arUtaiire. Ennimna loa aommaa

et lappoaoDs qae la plaa petita aornme Xo^a, correapoiide an aomnet (oj

ddlhu par lea ^qoationa (1.). On anra lea in^galHda

En verta dn th^M&iDe da n' 8, on obtient

qael qae aoit an point (o^) appartenant aa polyidre B.

On <n oonelnt qna lea in^gaUtte

J?a,Ot — 2rff|«>0 et a^+Satt3^>0 (»•t.i....«)

ne. pcuvent pa» d^finir an poly6dre ä n dimenalona et, en vertn da iwindpe

fondameotal da vt* 1, on anra nne identit^

ob

1ft>^i (»-i.»,.««»

innd fir HitbMntik. Bn4 IM. Btll 8. 99
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Ed fuMot x^=al daos cette identit^, ii vieudra

a

«t ooiDiDe U mppa«ltloii liite

taaft qne ibss/»+l,...a^ il «t n^oeMaire qoe

ffb=0, «•^+1=0, ... «», = 0,

donc

(f (-2^ «i o< - -^«1*0 + £^ Ift (o« + -S^a« x<) = 0.

On OD tira

ai= ^" rtrt oi» — >-0,

done le poiiit (",) appartieiit au doniaiite i.

III. Vn point qui est viterienr n tint face -1 (k) (*' = U, 1,2, ...n) (tun

domaine quelconque de feniemble (3.) napparHeiU qu'aux domaum de Fen-

senMe (3.) fta $ont cotU^ par la fiue A (r).

Admettont qm le point (<0 wnI inUSrieur k ime ftee A(r) dn

domaine .1.

£n d^aiguaut par

l«a polnla qni eanotdriaant la fiMse A(y\ on pent poaer^

AdmettoDB qae le point («0 *o>^ interieur k uiic autre £ace A'(v') d'uu

domaine ^' qni oorrespond k nn aommet (a!). Oa pent poaer

t'

*) Vujrez mou memoire cite, 13.

Digitized by Google



Voronoi, nchereka tur Ln jMraUeloidrea primkif», 2 LZ

Ea TertB de oet ^gslitfa, mi aara nae idsotittf

(Ö.) (ik,+ £^ ift + ^«a «<) = («0»+ -SaiiXi).

En fidmit dant oette identM 4^»ä«, on obdent

M il «n tMte que

Co>0.

En fiusant dtmi Tidentitä (ö.) Ji^=;o'„ on obtient

par mite Cb»0 et

De U mfime maattre, on tronve

+ =0. C»-i.a....t»)

Ob en conclat que les deox face« .l(i') et A\v') coYncident').

En vertn des proprii'-toa dcmotitr^'e« de reiisemble (3.) de doinftineB,

Ol) dira qoe cet eiiaemble partage aniformement Tespace ä n dimensiona.

Definition du groupc dis vecU'nrs.

h» Dvfiiiüiou 1. On appeUera vecteur fememble des points delenninea

ä Faide du 4galitfy

(1.) Äl=«j+ « («j'— «i) OM 0<;M< 1,

(oD et (o/) äant deux poinU» quekonquea diffirenta.

On ddaigantm le veoteor ddtarmlnd k l'aide des dgalitde (1.) par le

synbole [«,, et!]. Daa» le eas «,«0 (t^l,2,...n), on ddaifpMni le veelev

oorrespondant par le ayadiele [o;!] et on rappellera veetenr da point (oj),

• Difimtion IL Supposons que

(8.) CU [*..],...[*.-]

*) Voyes mon mömoire eit^, a* 18B.

29»
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svient les vecteurs des jmnts arbitraireji (X,,), (i,,.), ... (,Ä.,„). n/iju-ll'/ra

groupe de oecteurt fettsemble G <les vecteurs determuies a [aide dtm lujaUtts

Ou upptiUura baae du groupe (7 de vecteur« le» vcuteurä (2.).

Translation des poltfidres.

ttk Definition. JC/jectuoae mu branafarmoAnt Hnmire dun itolyedre ß
ä faide tfune subatittOien

(1.) C*-!.». .«)

le» eaeffieients ^^^ln"•K arbitrmres. Oh dira ipCon a eff^^i me
Irandation du pofyidre R lony du vecteur [i.,].

SappoMR« qiie le polyMre Ii aoit dötennin^ pur les iu^gmlit^

Le polyMre tnuttform^ ler« d^termin^, en veita de (1.), pur lea

Om+ («Ii— 0. t*- 1.»,. .«I

On appullera coiigruento les poly^dm iZ et iT.

7. Sott (? in gronpe de yecteurs. En elhetiuiit le« tnuisletione

dilHreDlee di polyMre Ii le long des vecteurs appartenant an gronpe 0,

on fonnera nn eiisemble (70 de polyedrea congmcnts.

Üii dira que reiisemble (Ii) de puly^dres cuugrueute partage uui-

form^ment l'espace k n dimenaious aux ooiiditions saivautes:

L Oiaque point de teapaee d n dimenatona appartient au moina ä tin

pofykb-t <k Tammble (/?)•

II. / yv/('/(/ ijiii rst inlrrienr ä nne face ij>iflcnit,jiii:- l\y) (r— 0, 1,2,...«)

dtin polj/idrr ilt' r>'>t.-vinljle {/{) u'<ij>jiartiettt qu'atuc polt/idres_ de tenaemUe {R)

qui sont contigm jxtr Iti face /'(»').
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Definition du parallehedres.

pofyidre R.

En vertn de 1» d^Hion dtablief Iw pwall^oidres ponUent «m
proprio importaiitc, h savoir:

tat obtimtt UH polyidn eonvexe qui tat ausn un paratUtoidre.

Obaarvoiis qii'eii Tertn de le ddfinitfeii ^tablie, ebeqae panlMopipMe

de reipaoe k n dfaeeiiiieiui eit iid paraUdloMre.

Phtprütia du groupe de veeleun d'un paraBiloidre.

11. Sopposons qu'uii parall^lo^dre Ii aoit d^fioi par les iD^galttde

(1.) ai«+^a««^>0. a-i.t,...«)

D^ugnioM par G le gronpe d« pMftUiloidre R et nppoaoiw qae le

groupe G poeaide U base

Tom lee Tectenn qui foroent U l»B»e du groope 0 ne pen^eot pea

T^iifiw nne mfime dqulien lindalre

(2.)

paisfiu' autremeiit reiisemble (/{) des parall^luedrea cungruente correapoiidaut

aa gronpe 0 ne reiuplirait pas l'espace ä n dimeiisioiw.
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On eo coQclat que {Mumi lea vectean (2.) se troavent n vecteun

doot le d^tenainant ± J ne « annale pas; on lea app^Uera independaota.

"neorime I. La valeur numerique J du dHtnaimmt de n veetmm

independmUi posside tme Knute

Soit nn point ijuelcoiKUK' ijui est intt-rienr iiu paralkUoedre Ii.

lutruduiaouB dana noa recherches uii parallclupipede A' dtteriuine k Taide

(4.) J^i — "i+Ji»k^t it-i. »....»

Od peut choiair le panun^tre poaitif de mani&re qie tmu l«a

points da parall(^loMre H ddfini p«r les in^gmlit^ (1.) apparÜenDent m
parall^lopip^de K.

Prenons an nombre entier poaitif m et determinona (m + 1^* ayst^mea

(/,,/},.../.) de nombrat «nÖnr» v^rifiant lea inegalit^

(6.; 0<4<m, tt-i.«....«i

D^fligaona par

(7.) iJ*'=

(m+1)' veotenn oormpondants appartennit u gronpe G.

En elfectnant loa tranalatioiw da panll^oMre R le l«ig des Tectenn

(7.)t on obtient (m+ l)" peralldloMraa dilKrenta de l'enaemble (A):

(8.) (»-i.t. ...(-+.).,

Deaignont par an pnnll^lopip^e qni eit ddlenniad per lee

ögalit^
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(9.) «i=04+ £ M»A|», (*-i.»,~.«>

OÜ

(10.) —^^M,<m+J.

Je dis qne tous les pointa des parallölo6drea (8.) appartiennent an

parallelopip^de //. En effet, Boit (x**^) an point qaeloonqae da pandl^oMre

i^*^ (/i= 1 , 2, ... (»I + 1)"). Ell posant

(11.) x,=jf«-Ai**, vmu*.^,y

on obtient un point (x^) appartenant ao parall^loMre It qoi est consent

m point doDn^ (x^*'). En verta de (4.), (7.) et (IL), on obtient

et k cause de (ö.) et (6.), il vieiit

dono le point (tf0 apputient an puaMopipMe //.

II s'eoaait qne

Ed observaot qoe

J dxt... dx, «B J (i«.+ 2 (T)"

el qne

<«») '(«

on obtient

^(in+2<)>'^(m+l)" / dXidXt...dis,.
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Kn fiuMDt crottre ind^finiment le nombre m, on tronra

«

10. Thcnn-mi- II. /.p (jn>Hj)$ Q des veckttr» dun jMtraüeloidre poaside

uiie 6(M«; fonntn dt! u wctenrf! indeperubtiUs.

D6»ignonB par (T* an groape d« veetenra ayant la base (3.)< 11 peat

iRiver qne l«s deox froniMa O tt & oolneident Dun oe caa n veoteon

(8.) pr^sentent nne base do groape 0.

Kti adinettant le contraire. on aura parmi lea veotenrs (2.) ai noim
an vecteur [k',] qai n'appartient pas aa groape Gr". En posant

OD aura panni lea nombrea i!f4f>( aa mofaia an nomlHre qal aem
fraedonnaire.

DMgnou par /|, le» nombrea entien vdrifiant lea tn^alit^

K*-4|?s| t»-'.» >

et anpposons qne C — 44^0.

En d^gnant

aiissa«, <t<-l.a....*.t«r| et iC— i!—2^2«,

Oll obtieut Uli äyst^me de n vccteura iiideijendanu

appartenant an groape G doel le ddterninant ± d värifie Tinegalitö

Le proc^d^ expos^ ne pent etra prolongö ind^finiment, en vertä dn

thi'nr(' mc 1. donc on obtiendra toiQoon an ayat^me de n Teeteara fonnani

la base da groape G.
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11. Theorhne III. I.u vakur nuvieriqne .1 du deternünant (fiin

Systeme de n veeteurs fonmiit la base du grou^ ü s'exjnime par la formule

w

Sappoaon» qoe le qrattoe (S.) de n Teetenn präsente ime bwe dn

gronpe 0.

liitrodiiisDna dans nos reukerche« un parall^lopipede //' determine k

Taide des t-galitös

(18.) = Z^UiXa,^ (Itt|.>....a|

Olk

(IS.) '<«t<w>— df. »Ol.«.....}

Je dis qae chaqne point du paralli^lopipi^de //' appartient au inoin8

k un des paralleloödres (8.). Eo effet, soit an point quelcouque da

parall^lopipMe //'.

IMsigiiom per ISP an pArmlldloMre de Teneeinble (/I) nnqiel appar*

tient le point (o^). Soit [4«] le veetenr qni difinit nne tnaslation du

pnraU61oMra 'jB en J7*. En poatnt

(U.) »i^^.-ht

OD obtient un point (x,) appartenant aa parall^lo6dre Ii qui etjt congrnent

an point (x«'). En verto de la aoppqsition fisite, le veoteur [äJ peut etre

ddtnnnind pnr les <^;alit6i

(15.) Ji.= i4*».ii

Comne le point appartient au paralli^lopip^dc //', on pr^sentera

les ^galit^a (14.), ä cause de (12.) et (15.), soos la forme saivaDte:

Xj= + (m*— 4)

Jauiaal fir Ibttmittau Bind 1S4. BafI 8. 30
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Lc point (i
) appartenBiit au paralleloidre R appartient aussi, eii vertu

de U suppuiiitioii taite, an parallölopipede A' d^termiiie par le« egalitcs (4.)i

k oondhion de (5.). II •'enenit qne

—«Km»— /»<^, ci-i.t....«)

et eonine, k cause de (IB.)t

il vient

donc le vecteur [/.,] (k-termine jiar les cgaliU'8 lö.) se trouve parmi lea

vecteurs (7.) et le puiiit cxaiuiiiö {/) du paralltilopipede Ji' appartient k ou

]wr»U61oUre de U i^rie (8.)

n s'enaiiit qoe

denc

^(m-2d)"<(»H + 1)" f da\<ls^...dx,.

m

Ell faiaaot cruitre indetiuimeut le iiombre oii obtient

//<^ f/j j . . . «/j-,.

(*)

Ed vertu du theori-me I, il eat neceaaaire qae

Bropriit^ de» faeet ä n»! äinteiuüuu d'un paraBäoidre.

n. Snppoeom qm'nn pmlldleidce B uoitt ddbi par le« in^Ma
ind^pendantea

0,4 + — <'u J". ^0. C»«il.l,...«l
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D^si^Dons par (ibal, 2,... n) los lM»et k n— 1 dimeDiioot 4«

panll^loidre Ii d^minies pwr Im ^qoatioiu oorraponduitos

(1.) a^+SOitHi — O. (i-i.j....,)

Soit (a,) an point est interiear & la face i\. Kxaminons au

parall^lopip^de A' d^äui par les egalites

(2.) = oü o-i.t,,»«»

On peat ehoiiir im iwunnitre e »i p«tit qn'on min let in^stlitfc

(3.) a„f-^Sa^Xt>Q^ (r-i,«....«.r#*)

qnel qne soit un point (x,) du partillclopip^de Ä'. II en r^ralte qie ton»

le« points da parall^lopip^e A T^rifiAot V'migaXM

(4.) (t^+£a^x,:>0

appartiennent an parallulo^dre It. Comme le point («J vehfic Tc^uatioii

(1.), l'io^galit^ (4.) ae r^duit^ ä cuue de (2.), ä oelle-ei

JTa,» «,>0.

Je die qn'oD pent eholeir ane veleur du perMatee r ü petite que

tow lee points du permllilopipMe K v^riftont llndgalitd

^ipartiendront & an aatre paraU^Io&dre de TeuMmble (/Qu On dömoo-

trera aia(^n}ent la proposition ('•noncde en e'i^ipttyent aar les propridt^

d^montr^es du groope 0 de vecteura.

80*
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Denx parall^io^rea M OL aont contigtu par la face ä n—

1

dimensioiis.

D^ignons par [Sin] le vecteur qui d^finit une tranislatiun du paialle-

loMro m
La face qoi «at A66aM dans Je panlMloidre S par röqnation

(I.) aera dMnie dana le paralldloidre i?« par T^quatioii

(6.) -a^-JSa«x,= 0.

En cfFcctnant one translation de la face le long da Teetenr

on obticnt niic autrc face !\ du parall^lo^re iß qoi aera dana ee panül^

loädre determinee par l'äquation

- 0^»- (2,- ^)« 0.

On appellera paralljtles les faces 1\ et Pi da parall61o&dre B.

Nonn Hommes arriv^ au rdsultat important suivant:

Tontcs les j'acis <i « — 1 dimemions dun paralleloi'dre jtettvent vtre

parlagees en patres de faces jutraililes.

18. IMaignons par

tona ka parallAeidrea qoi aont oont^^ ao parallAeMre M par lea fiieea

P„Pti DMgnona par

les veeteora eorreapondanta.

En vertn de la ddfinitiun da parallöloMre, lea Tecteora (6.) forment

In batie du groupe G. Parmi les vecteurs de ce groupe ae trottvent les

ayatömes de n vectears qni forment une baae da groape G.

faou eongmeaii» h üfßrenU» dmention» ttun pareUäoidrt.

I4m Soppoaona qo'ooe Haoe P{y) k v dimei»yona d'oo paralldloidre

R appartieone anaal aox paralläoidrea A|, R^y ... J{, de l'eaaeoible (il).
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Soit (er,) nn point qai e^t inti'rieur ä la faoe P(y)- Oo peat d^terminer nne

valenr positive da paratnetre' f, de maotöre qne totu loa pointo do panlMlo-

pipede K döfini par leg 6gaUt^

X^=a^\u^ oil |«jj<< (f«i.»,...«)

appartiennent anx parallelo^rea ^,

•

D^ig^ons pnr [l,,] les vecteurs le long desqneli on effectaera les

translations des paralleloudres en R (jL'= 1, 2,...t).

Ea ftffMlittot let tramUtioiia de U lue P(0 le long des vectenn

[l^ (lrsl,2,...T), 00 obtient les flMes mniTellee

da parulk-loedre R.

Deßnition I. On appellera congnunUt le» facti du paralUlobdre R

P(0. FW,

« y dimetision.< (r - 0, 1, 2 ... n — 1).

15. J heoriine. Le mmbre rfw paralleloinlres de l ensemble (Ä) qui sont

eolUigus par une mSme face A r dimensüms ne patt itrt infirieur ä n-|> 1—

v

(v»0, 1, 2,...n-l).

Supposoni que la fiu» P(y) toU dätenniade daoB le paralldlo^re R
par le« dqaatioaa

(1.) a»-\-Sa,rXi^O.

Ddsignona par /{,, R^^ ... lea paraltdloMne qat aont eontigu k .B

par lee ÜMses k n— 1 dimensions ddfiiiies par les ^quations (L). La fiMe

P(jf) appartieDdia k toaa lea parall^lo^drea Ri^Rty...R^^ dono

GoDoie la fiMe P(k) eat k y dtmenaioBat il eat ndeeaaaire qne
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«t |Mur soite

t>H— V.

16. D^mition TL, On appellera simple me faee ä v dimeiuum ^
n'appeetHiaU qu^ä n+1— y paraUäoidru de feneenMe (R).

D^ßmtion III. On appellera primitif un part^Hoidre dont UnOet le$

faees fi dtßf'rentes dimeiijtionjt sont xititji/es.

Les parallclo^dres pcimitib pou^ent plasieurs propri^tes importante«

qai eu üimpliäeiit l'etade.

Dans les reeherob«« «Itirieiini, ou n'todien qne les ptnll^oidm

primitift et tow les pwallAoädres imprioitift qui pcavent toe oonidirds

eomme UDe limite des parallelo&dres primitife.

Je suis portd h croire qoe chaqne paralleloi-dre imprimitif pent Ctre

euviaage k oe poiat de vae, maU Je n'ai pa« reiuuü k le d^montrer.

SeetioB II.

FjNprMMi fondamenteles de§ pmU^loMiw |»rliiiltiflk

Definition det paraUeloidrea primUife.

17. Nons avom appeM au n" 16 «paralleloMn primitif" tont p»-

ndläo^re dont tonte?; les fiuses k difförentes dimensions sont simplea.

Tltrnrhiw I. l'ilur qirun pdrolleloidre eoit primüif tV /'aut ei ii »tiffit

que totis ."tr.v .ioiimiels .niieiU siiujßUs.

Le thtoröme ^dodu^ est Evident ao yertn de la d^finition ^Stabile.

' Tk^irhme II. Deuz paraileloidres prmäif» apparlenant ä feasemble

(R) ne pewmU &re eoiUigue que jmr wie face ä n-\ dimenatone.

Supposoiu qa*ane face P(y) ä v dimeiisions d'uu paralldloidre pri-

mitif R soit ddtenniode k l'aide de n—y ^oatioos

(1.) Oiv + £a^ «i= 0. <r"t.». ... «-rl

D^aignous par Jii, Ji^, ... les paralleloi-dres qui sont contigu» au

parall^loedre R par les faces ä n — 1 dimeiisious d^fiuieü k l'uide des equa-

tions (1.). La iMse ii'appartieBdia qa'aox paralldloidnB Ji, li^, ... li,.„

en vertu de la ddfinition ^blie, done le thter^me önoned ett ddmonti^
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18* Soit (a,) un sommet du parakleluodre primitif Ii d^termin^ pur

n 6|a»tioiis

(1.) fl,» + -£tfi»'r4 = 0. (»-i.a.....)

DMgQom par /?„ if«, ... Im puralUloMreB eontigiu u purmMoidn
R p«r Im ftees k n — l dimensions detcrminto k Tlide dM dqnations

Fn vertu de la d^tinitioii i^tablie, le sonmiet (ec^ n^appwrtieDdra qa'aax

partlWIocrircs n,,R,....f{, de reiisemble (R).

D^termiiioim n iiombre» y'u, /'«••/'»» ä l'aide dea eqaations

Lc8 c(|uatioii8 (2.) ne ddfinissent leu nombres /i,^, p„, qu' k an

facteur uummuii prh^ Äjoutona aux equatioua (2.) uiie condition

(8.) Sa,tptt>0 «i-»,»..--)

et enTuageoM im Tttrtenr ^ dAenrini k Taid« dM dg»lit6i

En attribaant an param^tre (» des valcurs positiveä aaffisamment

petitea, on d^terminera, i mnie de (3.), les pointa dB veetenr ^. qui

•ppwrtienneDt k IL

Ddsignons par la limite wpirieore dea valcars da penaitre 9

qai döfiniMeiit Im pointa du vecteor appartenant k B, Em poaant

an dAeminera nn aommet («,0 da paratUIo^dre adjacent an aomnet (c0

par une an to /',(!) du parallelo^dre i{(ibsl,2,...n). On eanotdrtoem

Varste par Ic symhole [<'>,.f.i]-

Observoua que tuua les poiiiu de l'arete verifient » — 1 ^qoations
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II s ensuit qae l aiüte /^«(l) appartieat aox parall^loidres

R, Rf.,, Ri^_,j ... (kBtvt,...*)

et en vertu de la dtifinition ^tablie, n'appartieiit k Menü Mtre paraltdlo^e

de rennerable (Ii).

Ou en coDülut que loa paralUloedrcs

oDt contigtts par nae «rfti MmL Eft dMgaant eette arftte par /'„(i),

on la «Mtermineim par le aymlwle [«„aij en poaant

Nona soiiHDea srriT^s an r^nltat aaivant:

// eswfe n+ 1 aretes des paralleloidra de tenienMe (A) canttguif par

un mime sommet de c^'f pardlh hedres.

Observons que n— l arvtee

dMnfiaent ane face k n — l diincuätoits qui eüt commane aax parall^lo^dres U
et R^ (i;al,2,... n). Denx paralUloidres Rtt/tR^ (A-=l,2,...>i, A»l,8,...ti)

•ont eontigm par an« Cmo k n— 1 dimenaiona qni ettdMnie parn— 1 artlea

/V(l). _
(r=(l,l.l,...«, r^t,r:^k)

Form« caaonique

dt» ^qmtüm» qm d^lm»$wt im «turnet tf'u» peraUiUMre primilif.

19. En eonBervant lea notatiom pfdedndenlea, oa p«iit ddterminar le

MMMnet («^ dann le paralldloMra R k l'aide dea dqnatioM

(1.) "»(fl.» + ^CT«i',)=0, (»-1,1.....)

«1, u,, ... 4»mt dea panunitrea arbitraire» poettifo. On dira qae röqaatioa
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ne d^finit pM dmm le panlläoidre R yne he» k n— 1 dineDiiom pnhqu
l'indgalitö

-~ if»(a«+ ^a««^^0

ne aera pas veriti^e par toua les poiiiU liu parallelo^dre It,

2%^onim«. On petU däennmer lu vakurs jmsitms da paramktm

Uj, U), ... Ä im faelmr eommifn jirks^ de manün qu'en patant

O^t— U^Oui, Ott^UtOii, ({«1, 1,.., «1 1, ... a)

on dtfiiura le eomma (ai) dans le paratt^okhre R par les tqutftioHS

(8.) Stfg^(x,—aD=0, >,...}

et on de/iiiira le sommet (a,) dans le ^HtnilUloalre (^ = 1,2,...«) pur

le$ iqiHadau

- "«) (•». — ß.) = 0, *. ... «1 »*«

Pcenoi» an paramitre poaitif arbitnüre et d^termiiioM l«s parainAlrai

«t, «s, ... ti),, d'aprAs Im ^quations

(4i) «4^a(,(«,— — J. (»=i.» )

Je dii qae les valenn obtennea de iii, ... ti. «atnfont axx eondidonB

dl th^or^me enoiic«'.

Pour le d^montrer, obseivons en preniier lie« (jue les ('••luatioiiH (4.)

dtifinisaent les valeara positives de Ui, Kn effet, iiouh avona vu au

0*18 qne rarCte /',(!) d^finie par lea ( galit^s

(5.) »j—o +u(u^—tt^ oil 0<«^1

n'appartieiit qv'au paralUSloMrea R,tR,f..,R,. On en eenclot qn'en

attribaant an paramto» u nne valear nigtüve qneloonqne, Mffiaanment

pelite, OD d^terminera par les dgalH^ (5.) nn point qoi aera intirienr an

pa^aU^lo^(^re R. II s'ensnit quc

jMrnai für Uattieinatik Bd. 134. lieft 3. 51



232 Voronoi, recherclu* mtr te» paraUeloedre» piimitifk.

jr^nC«^—ffigJ^O, itai.t....«)

el le» ^qaAtions (4.) douDent

Cela posö, d^ignoDS par

(6.) Xa}*>(:^-a,)asO (r-i,«,...«»

les ^qaations qui «Mflnineat le eommet («<) dans le panllAoMre Et

(ifc=l,2...n)-

Observons ijue « aretes /' (1) (r=0, 1,2. + ^) sont eontiguifs par

le sommet (aj dana le parallelo^re 11^. Chaque ci^uation (6.) aera v^rifiee

per n—1 artlm. On pent donc poeer

(7.)

et

(8.)

("««r— |r-l.t...ii, r=M)

Les coiiditinns r'tablics definissent les coefficients des oquatious (6.)

k UQ facteur positif commuii prt», qui peat ötre cboiai urbitrairement

OlMerTOM qm lei ooelfieieiili dei Aqnatkma (1.), qoi d^finisaent le

lonunet (a«) deiw le panlMloMre JR, lont d^terminfo ainei Ii im fiMsteor

poflitif oommiin prte et latMfbiit «nx ooeditione

(9.)

Des ^aliujs (4.), (7.), (»0 (^Oi ^re

fl^*=<''.(«»«i»-M)ka<*)i
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Voronoij reekmxhti mr Im panMMint ffrimiltifk

oü äi^dt,..d, aout des facteurs positives. On peut poser

et les ^oatioDS (6.) deviemieiit

On din qae le» iqnatiom (8.) et qni dtfninent le somaet («0

daiw les panMoMree oontigu R^Rty.^.R, aont pr^eentte lou 1a fiftme

cattoniqae.

Neos avons vn au n" IH (]nc les |tarall<'loc(lrL-s /i'; et Ii,, (k~\,2, ...«;

/t= l,2,...n) sollt coutigas pur une face ii n~i diiuenuioiia. Comme cette

fiuse eat e«faetörii^ per lei «rttee P,(l)(r=0,l,2,...>i;r=#l-;r#A), on 1»

d^terminer» dwn le penlldloUn JZ; per nne dquation emoniqoe

Cette mdne ftee tere dtoraiiode deae te paraUÄoMie par

Tiqnation eanoniqee

Forme eanonifpi« des inigaiües qui defimuent un panUtÜoidre primüif.

20. Supposom qn un paraU6loidre primitif R seit ddtnrmiii^ k l'aide

des in^elitd» indöpeodaotes

En d^sig^nant par u,,U),...k, des paranu-tres poaitifs arbitrairea, on

ddtemiiiierA le parall^loedre R ä l'aide des in(igalitv» ind^pendantes

(1.) i%(ab+^*<^t«;)^0. («-i.»,-.*)

II»



S84 Voronti, nektnkti tur le$ paraWMdm frmtH^

NoBt allons voir que toat le probleme de l'^tade des paraUeloödres

priniitife le xmaktm m dioiz eonyeaftble det panattm t/„i<„... r<,.

Tkeortnu fimdanmtid, 0» peut AHemmer k» vakurt potit&m dea

pantmitret tt„tiB,...«, ä ten factmir eamman priSt de ntanün ju'«* poioni

0» dMermmera te paraUMoidrt R ä Tmäe du wUgaiHtis

(20 4n+^<'|,;i;(>0 et- 1. >,...•]

(^Mi joiMHont de la propi-iäi sttwantes üm kl Mmm«t* d» paruUäoidre R
HTOKt däermmit per itt Squaiioiu pritmtia mm la forme emtonique.

On «ppellera canonitiues leg in^galiti^g (2.).

En conservant les notation» j'rf'cf'-dentes, snpposons (jn'on ait choisi

le« param^tres n,, ... ;/„ de maniere qae le aomnet (a^ soit d^termin^ par

le« ^qaatiooB canoni*iuea

aot+ £<^k («Ol,*,...«)

Examiuous les e^uaüona qai d^finissent un kommet (0^^) (/:=1,2, ...7i)

dn poialldloidrä R a^iMent at wommtit par l'wtte i'^Cl).

Le tonmet (ofO v^rHie n— 1 iquäxm

(3.) e/ln+SaitXt^O, (i-i.t,„.«, «#19

DdrignoDB p«r

(4.) «b»+Jf*,»a<=0

la tP^ (^qnation qui d^iinit Ic aomniet (er.i).

I)(5terniinoii8 les paiHmi treu pusitifs :1. 2,...», A+A) et

correapouduiit aux t-quaiions (3.) et (4.), «jui ramt-uent ces ^qaations k la

fonae oanonique:

l'*("Ü* + ^'<'<*'if*)=0 . . (*=I.J,...«! »41»)
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Je dia qu'on peat poaer • -

»1— 1. a«!,!^. .««!)

Pour le doiiiontrer, examiiions re<iuatioii (;aiionii|ue qui tlefinit dans

le parallöluedre Ji^(h=sl,2...n\h^ k) utie face k n — l dimeiiaioua commane

MIX pumll^oMre« B, et ^*(r=:l,2,...n;r4>A,r4= A).

En vertn da tMorbne da n' 19, oette fue sem d^tarminde dans

par l'dqaatioii eaooniqae

Ü'autre part, cette ineiuc face sera determiitee daua J{^, eu vertu de

U snpposition Mte, pur rdquotwn cooMiiqae

£(v, äir- », a;.)(«,-«,)= 0.

II en r^alte qae

et por saite

done

Comme les panuD^» Vi(h—l^i^,.,n') eont d^finie 4 an fMstear

pree» on peut poeer

et il ne retite qu'u df^terminer le parametre pour d^finir le sommet

par lea ^qaations canoniqnea.

2L En appliquatit le prooddd expoid k loa» lea Bomneta do pa>

ralldloidre R adjaoeata aa aommet («^ et afani de aoite, an ddiermineca

sacceasivement lea valenra dea diflSirenta paramtoea ooireapendant k teotea

lea in^itÖB (l.>



286 V»r9n0i, ndurehM mir Im parMMdm gvimitifk.

II peat arriver qu'm «Mtemtfaie pour vm ntaio Inögalit^ U valeor

du panmitre ooRespoodut de pluiran nuferes. Je dlB qie tontes om
alenn dtn idAim parsmätre coTncideut.

Le Probleme pogc est extrrtnemeiit diffizile. C'est dans cette partie

des recherches exposee« que se manifeste leur vrai «laracU're g^oni<?trique,

et on iie parvieot ä surmonter les difficult^ qai en rösaltcnt qu'ä l'aide des

mdtliodea gdomdtriqnea.

Ensemble de$ timpkxe»

eorretjKmdmt attx diffäraUs tommOa d*tin pmuBeloidn pnmäif,

2St* Nona avom tu an n* 4 qa'anx dUMrenta aonmetB d^im parall^

loMre B

eoffeapoBdent les domaiiica

(1.) .1.,^,... l.

qoi remplissent uniformr-ment Tespaoe h n diinenaioiis.

Kn coiiservatit les notations prccedciite«, examiuoiu an domaine A
qai correspoDd au sommet (a^) du paralleloedre H.

Le domaine A «at eompoad dea pointa d^teminda par les egalit^

m

(8.) ^t— ViO» (^^0. o-i.i,...«)

Le domaine .1 posst'de n faces h n 1 dimensions qui comqNHident

k n arötes (it» 1, 2, ... n) contigacs par le aommet (o„).

On i^pellera Bimple le domaine A.

RetnuMthona du domaine A un almplexe £ en le ddlermiaant k Taide

dea dgalitda

x,^ £ &tUtatt oü £&t<.l et 9t>0. a-i.s...»i

Le Simplexe /. possede n+l faen k n~>l dimenaiona qoi aont

oppo«^es ä n+l »ommeto

(0), (Mirta), («iff«),... (sO.
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EzamioonB la fiwe du limpluce L qni eat oppoiie ao Msmet (0>
-

Ob peut pi^Miiler l'^nition qni d^finlt eette Am» lont la fome

(8). i--a,>x,=o.

II »'eoMiit qt'on am» me in^lM

l-^2;i>.«,>0

pour cbaque poiiit de L qui n'appartient pa» ä la face examia^e.

Comme lea sommela de (iksl,2,...fi) vdriftent l'Aqaadon

C8.)t a

(4) ^>.rtrt=^, (»-«.» )

donc

En vertn de (2.)i on obtieat rin^galit^

JSp,x,->0

qni sabsiste, qael que aoit nn point (x^ da domaine A, le aommet (0)

^Uot excln.

2S. EzanUMHW de la oifime man^re n domaineB A^,Ai,...A, qni

BOBt eontigiia av demaine il par dee fuMa k n—1 diioensiona.

On rebaiichera da domaine linple >lt(Aa>l,2,...n) ddfini par lea

dgalitte

X(=2i(f^it^ + ff^bt;^ ok (fä>^0 et Ca^O, t*-i,«,...siA^4

m aimplexe eompead de peints

(ft>S, «..Maltyl

D^ignoiiB par

rdqoatioB de U fiuse dn «unplexe A qni e«t oppoade an aommet (0>



SS6 VlMTOnoi, recherehM *ur Ut faraüeloidte» primitif$.

Od am» Im £gtlMi

et

En Tertii dei <g«lHAi (4.), on obtient

U »*eMnU que

<6.) £pnXt'^£piXt^

qml qne mit nn iNiiDt {x^ spimriMMBt ä la fiMse eommone des domainee

A et i4,.

En appliqnant le proc^de expos^ anx domaines qni sont contigas aux

doinaines .4,, .4,, ... .t, et ainsi de Biiite, on retraocbera de chaqae domaiDe

de rensemble (1.) an simple&e correspondant

II peat arclm qii*on retranehe d*iui mfime domaiae le aiinplesa

oorrespondant de plnnenn maiii^ni. Je dia qne tone eea almpleKea

eoloddent.

II est clair qne le probleme poaä ne differe que par ane ftwnnUtioa

da Probleme ^uonc^ au n" 21.

NooB alloDs expoaer «ne formilattai nMveUe de oe probleme.

Sur UM pme&m definie par l'entenAle des

rimfioM eorrupondemt am «üffirenis sonmett tTun pataU&okdrt primätf.

Introdoia«^ dam aos reeherehea ane fbneHon P(x,, x,, ... a^) dea

variaUea «^f4bf>% en la ddSnMsant oonme U mit

1. On ddlemiiiera la fonctton P(«^, ... dt;^ dana le domidne A par

la formnle

2. Dans lea domainet« = 1 , 2, ... /?) contigaa au doniaine .1 par

lea faoea k n— 1 dimenBioos, od d^terminera la fonotion /^C'n^Cii .»xj par
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Vorcnol, recherehm «HP Iw paralUloidres primUft, ^39

la Ünrmnle

a. Soit

AM adrie de domainM qoi aoot aDooflanvemeBt eondgn pur lea fMom k

n— 1 dimeiMioiM. On reinnelien de oes domalnes anooeniTemeBt 1««

aimplex«

et on d^tenninera les fonotions oorreapondantes

1 J^i-Hi, £ Pi^i, £ p'i — £ p^r^ X,.
<-i <«i <-i

Od ddfioiza la fonetiOD P0^,d^,...dO dam lea domainea (1.) par

la fominle

Theoreme fondamental. La fonctton <i^/i/ii« /wr

h$ ccndUiom 1., 2. 3. «>f oonlmiie ef untj^wine Itmf tetpaee ä n

dtnutuiom,

OlMervoDa qae le th^oreme fbndamental dnonc<'> ne prdaente qn'nne

fonaolation nouvelle du tlu'-ori-mc fondamental du n" 20,

Prenons un contour fernu- arbitraire C. Kn parconrant le contour

C, on ptiut determiner ane s^rie de domaines contigus snccessivement par

lea faoea kn—1 dimeoaiona aoxqaela appartienneat lea pointa da contour Ci

Ponr le iiioiitrer, preuüuis uii poiut (c;,,) du cuntonr (' et dt'signons

par Cto nne eoarbe qui e^t pareonroe dana an domaine A^ k partir du point

inUal (fiv). Admettoaa qne la eoarbe Q, ae eoitodde paa avee le ooRfemr

C et d^^gnona par {Sa) le point final de la eonibe C»
Jooml llr HatttnaUk. Bd. 184. B«fll S. 32



240 Varonoi, rechtrdim «w Im pan^äoidm primitif:

SnppOlOns qn'cn partant du point (^,,) on soit sorti da domaine .1*"'

et qa'on soit entre daii» le domaine A'. Desiguonä par C, une partic du

oontour C qu'on a parcourae dana le domaine A' k partir da point (In) et

iaai de snite. Svppoaon» qu'on ak partngA k Taide du proodd6 expoed le

eontoar C en partiea

CA», C|,...Cm»CÜ

qui appartieiment aux dumaiiies

(2.) i4"«,il',i4",...il<"»,il»

II pent arrhrer qae denx doiuibMa adjacenta de eetta lAie et

A^**^ ne aoient paa oontigna par nne faee k n— 1 dimeoRioas. On inter>

calera dans ce caa entre leg domainea Af^^ et A^**** dea domainea noaTOanx

ea lea d^terininant comme il suit:

IJn point . i) qui est h; point final de la courbe (\ et <jui

pr^nte le poiat initial de la courbe C^^^ appartient, en vertu de la

anppoiition fÜte, aox domainea il**' et A^*'K On en oonelnt qae le point

(ßt.t4-i) «>t iolMear Ii nne iaoe A^(y) k v dimenaiona qni e«t oommnne

aox domainea .1'*' et .!"**"'*.

On pent döterminer an paralldlopipMe K k l'aide dea igalitda

Xt^St^t^.t-i-Ut oit KI^Ci fi-i,*..^a)

de manitee qne tona Ica poinia dn paralMlopipMe f n*appartiennent qn' nnx

domaioea de la adrie (1.) (n*22.) qni aont eontigna par la faee A^(y).

Prenona dana le parall^lopipede A' deux pointa (z«,) et (x,,«^,) qui

sont Interieurs aux domainea .1'*' et 1"*" et menons dans le parall»'*-

iopipede A' ane courbe C"**' qui Joint Ich pointa (j«) et (Xi,n.i). On peut

ohoiair cett» coturbe, de manifere qu'elle ue IraDohiaae aocune face des

domainea (1.) (n* 28.) dont le nombre dea dimenaiona cat inftrieor Ii n— 1.

Snppoaona qne la eonrbe traverae lea domainea

.!<») |l*t J(») 4(»+»)

En verta de la supposition faite, les domainea obtenns aont shpccs-

sivemeut contigtts par lea taues ii n — l dimenaioua. Tons ces dümaiued

aont oontiigaa denx k deux par la face A**\vy.
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Voronoi, rtdktr^m $ur U$ paralUlotdra primüif». 24 1

De 1a in6tne manii-re, on examlnera tontea lee paires de domaiiMS

adjaceDts de la aerie (2.) et on formera la bt^rie

de domaiiies contigns succe^aivement par les faces Jim — 1 dimenalom ami'

qaeU apiiartiennent toiis le» points du contour fcrnn- doiin<' (\

25. Cela poae, ubaervuuä «juc le theoreine foudauieiital enonce est

vni dana le eaa oh tooa lea domainea (2.) sont eootigoa an moina par

ane artto.

En efliBt, «ippoaona qn* on ait ratnnchd dea domainfla (2.) aneeea-

atTemeiit lea riaplexea

(8.) ...!<->, L<-+'».

Je dia qae le ainplexe L^**^ ratranehö do doBoame eotidde

aveo le ainplexe L^, Ponr le ddnientrer, ddaignoae par

lea foDctiona correspondant aax simplexea (3.)-

Gomme lea aimplexea et U"*^* aont retrancliäa da mfiiDe domaliie

A^t .eii peat poier

(4.) ^/r*''*.=<J-^y/-'x,.

En vertn de In anppoflition fiüte^ lea demalnea (8.) aont contigna an

moina par nne artte. Soit («t«) nn point de eette artta.

Gemme lea domainea A"" et .1' soiit contigna par nne face k

dimenaiona, on aora, eomme nona ravona va an u" 23, nne ägalite

(5.) 2:p''Ui='£p>i

qui anbsiste, qael qne a(dt le point(«0 de Infceeeommnneaoz demninea A^ et A*.

En faiaaat Xt=a„ on obtient



248 F«r«»«i, rechgrchei «NT Ut paralUioidret primüift.

De la mtaie manitee, «i oblieaili»

lyutre pftrt, ridentit^ (4.) donne

et comme i£'/)l"^((4>-Ü, il vient (Ts>l,doDC

et les (ieux siraplexcrt et /, - + '> coiiifident.

Kii vertu de la definition etablie, ud d^terminera la foDCtion

dans le domaine .l*'' par la formale

en purtunt du domaine A^"^ et an revenaot dana ce domaioe apr^ avoir par-

coturu le cbernin C.

26. Noa» alluua voir que le cas geu^ral peut £tre rameu^ aa cas

ezMiiiii4 A oet eflht, enviBBgeoiia la pngeetimi dTkn «mhiar qmkoaqne C
priw par rapport k nne nrfiM» S dAenniiide par l'^aatioD

En poeant

oa appellera le point (xQ la projection du point (x,) daos la 8arfiu»e S,

Dei^igiions par f mie projection du cnntnur «juelconqne C,

Admettons iiu'en pan ouriint le contour ( \ on revienne au point inidal

(^J avec la m6me d^termiiuiüun de la fonction /'(a:,,...x.) qa'eu partant de

ce point Je die qii'oii revieodra an point oorreipondaat ({^ dn eontonr

CaToo la m£me d^ermination de la fonodon P(«„...«0'
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VorOHoi, recherches nir le» paraUMoidra prwUtift. 24S

Poor le döBOBtrer, fl mßt «ColMtrrwr qne let poiDt» ({,) et (IS), en

tttn des ^g»lit^ (6.), appartiennent aax memM ddndnM de I» wbie (2.).

On en ooncint (in'il suffU d'ezAminer Ifl« dUEfreiit» contoim OenDÖs

appartenant k la snrface S.

27. IntroduUons daos nos recherches uue fonction <i (x„ j-^ en la

d^iiMiit per U formele

Uu appellera ecart de deax pointo {x^ et (^xft) la valevr OOTrespondante

de k fimeliim c{(xi,j:'^.

Lemmt. On pmt dUermiiur un paramürt poniifi tatitfituant ä la

condition sinvante: c/nnjnc conlaur formi C afpartmaat ä la stirface S sera

situe dans les dornaines qui sonl contüjus au moins par ime /in'tr. st l'rcart

de tous les powts du contour ( ', les uns des nufre.i, ne .<iirjni.-i<;r pas la limite 9.

Soit (^i) an poiut du contoar C appartenant an dumaine A. Posons

ii=£^ifta(t oh p»>0, (»=i,a....)

Eu verta de l'egalit^

la Romme^^^ n'eat pas inf^rienre k one limite fixe poeitiTe

Admettona qae le contour C ne tmi pas sitae tout entier dans le

Sott (I!) nn point de C qni n'eppertient pae u domaine A. En poiaat

on anra pami lea nombres ^,9^,...^! an mofaia an nooibre n^fatüL'.^



244 . Voronoi, ruelmA« rar Im pürallHoUrm pyjadUfo.

SappOBOD«! ponr fixer Im id^ que

'

(9.) ?;>o,<4^o,...(.;>o

et qne

(la) (»;*»<o, (;+,<o,.„^:<o,

D'apr^s la snppoidtlon faite, on a Tin^galitä

On peut cboidr le panun^tre de manüre qu'on ah lea iaigalit^

(11.) Ici-ftK«»

• dtint an paramfetre posMf anmi petit qa*on Tondim.

A cause de (lO.X on obtient

(12.) 0<:(»»<«, —«<:fi<0. (•-n+ii^+Ji...»!

Clioisissoiis [)Hrnii les nombres ...p, celui qui est le plus grand.

En vertu de l in^alitä (7.)i ce nombre ne peut 6tre infi6iieiir ä ^ . En snppoaaot

que

•<-:•

on trouvera le nombre cherchc parmi les oombreü Supposons,

pour ilzer let iddea, qne

L'in^galit^ (11.) donne

(13.) 9\>l-*'

Cela posä, anppOftonB qne le point appartienue au doiDaiue A' et

poBons

n

(14.)
^'~«'^t
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FdfOttO«, rec/ten-Aes mr lea paraiielof^ifji jtrimüift. 246

I)t'si{,'tion9 i»ar (ai) et (fj) deax sommcta du paralh'-loedre R oure*

spoaduit aux domaines A et A' eu le» definissant par lea ^quations

et par les ^nadmia

(15.) +.2"a;,x,=0.

£o vertu des ^gaUtö» (8.) et (14.) , oo obtient nne identit^

(16.) <»i(«ü»+^M.»x,)= i M»(fl;» + ^a;»aO.

En MuaA i$M eette identitj ^«««t on troDTe

(17.) 2u» (0.»

+

S<ük «d> 0.

En faisant dans Tidentit^ (16.) x,^tt'(^ U viendra

(18.) l^c;Cö«+X«a«5-0.

Adoettoin qne

a«+.rai,«J>0.

En'Terto de (9.), (12.), (13.) et (17.), on «in

fi+ J;«i(ffii+-s«*«D>('j-0(°««+'^«««5)i
g

et l'ögalit^ (18.) donoe

(19.) ^ (o« + + .2:öaa;+ i (<Ju.+ ^«aoD]'

D^aignona

'^= i(öai+«^a<i«i) et ii= fl„+.2"a„a;+ ^ (auk+ ^aaoJ)i



S46

m. «an
A>0 et B>0,

et par saite

(20.) «>4-

Od povnait dAendur le rapport ^ oomiponlMit mdc dilKiwti

wmeto du perall^loMr» B, D<iigiiOM per <o le plee petit de eee

rapportü qni ne •'annale peSi Le ponuntee « tent arUtraire, od peat

wppoBer que

Llndgalüd (tOO-devieat impeenUe, II «et done nteeaiaira qae AaO
on antrament

Ed vertn de l'^galiti obtenae, lee eoefflcienia de rdqnation

eont Proportion uelh k ceax d'uoe ^aatioD qui »e trouve parmi les ^nations (lö.).

Ell posaut

aat-i-Saai^=u(t^+X€l^S(^ oft «>0,
m aara •

Nous sommeti arriväs aa rösalut saivant: toos lea domaines travers6i

par le contonr examin^ C tont oontigns an moina par ane arfite qoi est

earaetfrMe par le point (a„),

38. Nona sommeB maintenant en diat d'abocder la ddnMMMtration dn

thdorime fondametitHl eiioiuH-.

Soit r Uli coiuoiir (juelcoin|uc np[jartt:naiU k ia surface »S. Supposons

qa'eu partaiit du poiut (<;,) uii patsiie par les points (ß^"^), (^i), (^D et od revient

aa petnt (fi).
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Voronoif reeherehta nw tet yarallMoidre* primitifi. 247

Le chemiii antonr du eontonr C pent fitre remplao4 pur deax

chemins t'*"' et C.

Le contoar C'^"' Ht-ra ccmipose d'ane partie (5,) — de C, du vecteur

[*r»,«r] et d*«» putie (i; ) - (s.) de C.

Le eontonr (7 lera compoai d'ane pvtie -(O du eontonr

C et da vecteor [g', ST]-

Admettona «ju'eti pareonrant les chemins et <" on (if-finis-ic uni-

formement la foiiction t,). L)«ns ce chs le trujet par !a partic

— du coQtour (
' peut 6tre remplace j>ar le cliemiii le long du

veeteur [{f ^;'].

En rempla^t In pärtie (|p) — — du eontonr C pur le veeteur

[^<''^ Iii« tranafonnera Ic eontonr C en C^"', done, en purcourant le eontonr

C, on ^rcvicndra an point (c\ en vertu des MippOftitiona filites, «Tee la

m£me d^termination de la fonction /'(.?•,, r... ... .r.).

Deax contours O"' et (
' peuvent etre exuniines de lu uiciue maoi^

et aind de Bnite.

Snppoflons qn*on til ddtennind lea eontonr»

(21.) C'i, C>i, ... C'm

t|ui reniplacent le (beniin ('. En admcttaiit i^ue la fonction suit

nniforme le long des eontonre (21.), on ddmontrera qn'elle aem nnifonne le

long dn eontonr donnd C,

Cela poidf obaervons qn'on pent tonjonra choisir Ii contours (21.),

de manii-re qne res eontours satisfassent anx cnnditioiis du lemme du n' pr^-

cddent. Dans ce eas, cliaipie contour (21.) »era »itur daiis des dotnaines

qui soDt coutigas au moins par une aiete. Noua avons vu au n' 2b qu'en

pmreonrant des oontonra parwla on reviendra toigoors au point de d6part

avee la mtoe d^rmination de la Ibnetion P(s^,2!„...a;) qn'en sortant de

ee point II est done.ddnoriM qoe ehaqne eontonr fenn^ C posa^e la

n^me propri^te.

Nons avona dcmontrc qne la fonction /'(.c,
,
Xj, . .. j,) est unifornit nieiit

ddfinie dans chaquc domaine de Tensemble ^1.) (n' 22). II rcste k diimontrcr

qne la fonetion /'(.r,, .i-^, ... ;r,) est Uen ddfiirie dans ehaquc point de l'espaee

k n dfanenslona.

Admettona qn' nn point
(Jß,)

appartienne k denz domainea A etil**.

Jounitl fir Hüthenntik. B4. 184. Beft 4. 38
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Je diü que tu fonctioii ^^(x,, x,, ... pour le point (S,) aara uiie meme

alear dötermin^e dans le domaiue A et dmns le domaine ^1^"'.

Pour le «Mmontnr, on formen ane a6rie de domeiiies

qui soQt suucessivetueiit contigaa par den facct» ä — 1 dtiueuäiuub et aux-

qnflls i^tpartieiit le point ({^.

Gomme le point ($J appartieiit k U Imo eommiine de« doniftinea

il et A\ on «nra, en Text« de U formale (6.) dn n* 28,

De In mfime mnnttre, on oblient

(^»> ••• »•) = ^ (»i» ^2» ••• i«)'

II en rdralte qae

Uij Sil •••O ""^j»^ (Sil Si> •• S«)'

Le didorime fondnmentnl dnonod cit done dömontrd.

Forme amonuine

du mef/afiU's (jui thjinigteat Vemevnhk (H) des paraflSbidret primitifs.

S9. Cboiaiftsoa« dans renitemble {H) des parall^lo^drea primitifa uu

pnnlldloidn qneloonqne Bq. Sttppoeons qoe* le parallttoidn loit d^<
Bind k Telde des indgnUtte ennoniquce

ff«+ ^ ü . |t" I.«. ••. •!

OlMer?eitt qn'<Hi pent remplneer ees inignlil^ par le« indgalit^

enoeaiqaea snlvanfees:
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u eUnt nn param^tre arbitraire poaiüf.

D^ignons par CjI'=>1, 2, ... 0) le parall^loudre qai est contiga ao

paeallöloMre par la fiwe d^terminte duB ^, par l'^oation

(1.) a^-^Sa^Xt^Q

et Mippottona qae le vecteur [a^J d6fiuisäe uae trauslutioii ilu paralleloedre

j^t ^ ^*
II B'eainiit qoe le parall^loMre sere d^rmio^ par lei bk^gaUtte

eanoniqaes

-i- .2 Oft {x,+ Aa)>0, {»-i.i,.»*)

ou par les iuegalit^ canoiiiquea

(2.) i<,[aui+£att(;^+A^)]^0, «i-t,t,.„.)

Stallt Uli ]>aramt'tre positif arbitraire.

La face l\ k /i — 1 dimendions commune aux paralb'loi-dres lix, et

est d^nie daas le parall^loedre R„ par r<iqaation (I.). Dan» le parall^loMre

la faee Mra ddtermiii^e par nne ^qoetkui dont lei eoefftdenta sont pio>

porttonnela k eeaz de l'^aatioii

— d«« — Sa^Xi— 0.

Ou peut ckuiair le parametre positif n^, de mauicrc «ju'ou ait Tidentite

Dana ee caa, rinögaliti

se tronve panai les ibii^itde (2.) qoi ddÜDiaaent le parallöloMte B^.

On dJra qae eei iadgaKtda wnt pr^aenttoi aont la forme eaneniqae.
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'M). Observona une {iropri^td importante dfls io^galit^t eanoniqnes

ijui dvtiniasent ieti paralleloedrea H^, Hi, li^, ... J{„.

Sott (et,) w soBUMt da pAnllAoMre d^rmin^ par le» 6(ioation«

eaaraiqms

(8.) Otti+ ^öa-fi^O. )

E^XAminons les ^nation» canoniqoes qai döftniaaent 1« tommel (mi)

dun le panll^Io^dre /^^ (A-=il,2,...n).

Les <'i|nation8 (3.) ^tant canoniiines, oit determinera le »ommet {c^

dam le paralleloüdre litt y^rta da tbeorume du u" 19, par les ^quatioas

aa)(2i,—ir,)aO, «»•>.».. »»>

— ^«(»(Xj— «,) = 0. (t-i.»....^)

En vertD de la Mppoaition Mte, rindgaliti

se tronve parmi les in^galitds canoniqaes (ß.) qoi dMinawiit le paralläoidre

ßtf U en r^lte qne le» ia^galiti»

£{o» — Oft) («<— > 0, (»« 1.«.- ***)

W trouvciit anssi ]mrini les iiit'j^alites cauoiii<|ue8 (2>).

On eu uonclut que rcijuatiou cauüui4a6

detiiiit dans le parallelocdrc Ji^ une face k /< — 1 dimensions cjui e^t commane

anx paraUlloedres Ht et La inAme fim awa d^t^nnin^e daus le paralle-

lo^dre par une ^ination canoniqoe

3L En appllqnant le proc^i expoed, on peut dötermlner lei in-

dgalilte canoniijueis (jui dcfinissent les paFa1Mlo2>diea contigiw aoz panlld*

lo^es Rt^ü,f.,.Ji, et aioai de uiite.
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Qnel qne Boit an paralMloidi« R de reniemble (JQ, on peat fomer
noe aäri« de paralläo^dres

<(ui sont successivemcnt Continus. On di'torminera succeasivement les in-

^galit^ cauoniques qai deäniaäent lea paraileloedres de cette a^rie.

On poornit «riTer tn panlldoMn R par d'antres voiea et d^r-
miner les in^galit^ ouioniqnes qai ddllnineiit le pmMoidre R de pluiewni

nMiiäres.

Nou:< aüons voir qoe les iiu'galiti'S canonitinea rjui definiaaent an

|»iirall« lo(*dre de rensenible [R) ne dt'peiulent pas du chcmin par leqael OD

arrive au parallclu^dre It eu partaut du paralli-loedre principal R^.

t'unrlioh /fi iirrnfrice de l ensemble (/f) defi pdrul/rlni'drrs prtiuitifs.

Eiiviaageons uu enaemble [Ii') de paralloloedrea primitifs.

Sapposoiis <iue chatjue parali^loedre H de 1 euneiuble (^It) aoit caracteriae par

an Teotear c|ai ddfinit nne tnunUdion du panMoMre /2 en on pnnU^
lo^re prineipel R»,

D^fljgnona par c \c. grou|je des veotenn [IJ qoi oomapondent «nx

differents paralli-lordres dt; rfiiaernhle {H).

lutrodaiaoDS dauä dos rechercbca uue foooUon

des Tariablea «,,^1...«;, et des paramötrea en la d^fimimit dam
l'eapace Jl n dimensions et pour le groupe G comme il suit:

1. Dans le parallelocdre principal Z^, od posera

R^ A*! iB"| A'^, R

F(c^
, «I, . . . 4;, 0, 0, ...0)aO.

2. Dana le parallöloedre qoi eet oontign k on poeera

eondition qae dana le pacalldloidre rdqoation eanoniqne
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ddfinisM U £ue k n— 1 dimenatou ocnimuM mx parmll^o^dres et i^i.

S. En uppoMuit qne deox paimll61oidm R t/t nractMate pw
Iw vecteore [X^] et [Jt{] aoient contigni pur ane foee k n~ 1 dimeniioiift qni

tat ddfijiie d«tt par nae ^iwtioii canoniqae

on poser«

88. Soit JS HO pwalläoMre qoeloonqne de l'enflenUe (R) eacutäcM

ptr nn Teoteor [IJ. On foraen und «^rie de pualldoMres

qni aont eontigos sneoeeetrement par des fues k n — 1 dimenstoiM. DMgDon»

iV'quation de 1a fuce commune aux paralieiuudres Ji„ et et deönie daiia

Jioj deaigiioiiä par

l'öqvation de In Awse eomninne anz paraltöloidree JR* et -A" difiiue dnne

et aingi de auitc.

Ed appUqoant la d^finition ^tablie, on d^terminera la fonodon

par la tormule

F(d!^, j^, 1. ,
I,^ ... » 1 (a«

+

Se^x,),

34. T/u'oreme fondamentaL La fonetun V(XnX,f,.,x^, i^,Ati*>*Aa)

iwn d^ßnie jtour ciutpie wcteur [l,] du groupe G,

L>iyi i^ll; Ly V^OOQie
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SappoBont qn'on «U formd ane aäie de panlläo^dres

(1.)

qui sollt Huccessivement «lontigu». En partant du paralk-loedre J{ avec une

determiuation qaelconquo de la fonction r(x,,a^, ... ;r,, üi, A,, . ..!.), on

reTisndra daas le pnalläoMre R apite »vöir pueonni l«e panlläoödras (1.)

vnc one däternination de la fonction V(x^^x,,»..g,^ l„iti»<^ ^vl* mi

verti de la dtfiiition ^bUe, a'exprime par la aomme

K(«„ Ji, ... a:., A„ A,, ... ij+^i (a?>+ .2ai»> Ji).

Neu allem d^aontrer qa'on aora toigoora

Examinons, en premier üeu, le cae, oü tous les paralli-loedres (1.) aont

coiitigua au nioiiia par un aommet («,). Kn vertu du tlH'ori nie II du n" 17,

toutj lea parallciocdrea primitifü (1.) »eruut daii» üe caa coniigus deax h deax

par des ümm» k n — 1 dimeiMioin,

DMgnoiM par

reqoation canoniqae de la hat eoBmane anx parall^loidras Bf* tit R
(jfcsl,3,,..m) d^ni« dans le paralMlo^e R,

Nem avons va au n" 30 cjue l't'quatiou canoniqne de la ftoe eommuie

ans paraDdoidtea K et Jü' ex d^ie daaa ^' aera

-r(aB-«„)(jf,-«,)=0

et aimi de snite. On obtieat le« formale«
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et il s'eusuit qae

35. Koas allons voir qae le cas guneral peat 6tre rameDi' au c&»

exanin^.

Lama», On ptut diterminer vn faramkn podtif S, dg tnamirt que

^»apte contcur fermi C soü tUui dan$ det paraiUloedres qtii mmt eentigus

au moins por un sommel, ä condition qtte tieart de deux poifUt fUeHoonfiM»

du coiUour C ne siirjxisse pas la limüe S.

Obaerrone, en premiAr Um, qoe l'teart de deux points et

appwlenant k deu paraUäoMres qai ne tont pes eontigeB ne pent CIre in*

färieor k one limUa fixe. Poar le demontrer, snpposons qae le point

appartienne an paraMoödre R d^ni k l'aide des in^galit^

D^iignoaa par Bi, Rj, ... R, les panüldloidreB qni eont eontignt

k R et examinons reaMmble K des point» apparteaant aax pacall^oMre»

DesigDODs par

(«^i). (««)»..

lea «ommets da panlldioödre h et ddsipiona par

lea Bonimctä da paralleloedre R^{fi~ l,2f»;a).

En vertn de la anpposition faite, on ania lee indgalitde

a,n -f ^«^4 gj«' »i.j,«.»).

Ddaignona par p la plna petHe valenr nnm^ne den eoaiBes

qni ne a'anonleat paa. En ?^ de la aupposition ftHe, on aara l'iadgalild
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ä condition qae

ob 1^2,...«, a.

Cela pos<^, prenons od point qoelcon<}ue (!') qm n'appartient pas k

rememble K. EuminoM les point» d'an vectear [Ii, ^J. En posMit

«i=ft+tt(«{-jS) oü 0<»<1,

laisons cruitre le paranu trc >i d'Diie maniüre continne daiis riiitervalle

0<Cu<ll- Oa iictermiuera un point

(2.) «r=Ä+Wa(fi-ö Ofc 0<tl„<l

qui appartieot k la froatiire de remomble JT, e*e>t-k-diK k une liee k

1 dimenalons dos panlläoMrei /i(„ii^,...£« et qni iuppardeat asMl k

m Mtre panlldloidre Ii'.

Sii]ipo9on9 <|ue le point (;;"') appartienne an [»aralK'loi'dre Lea

paralleloi (Ire» et H' »erout coiitigua par uue face k u— 1 dimenaiona.

Diüignous par

(3.) («'.V), WV)t - WV)

Im lommetB du parallelot'-dre Ii,, ((iii appartiennent k oette IStoe.

Anoan de ces aommeta ne vcrifie rcqiuition

puiatja' autreiueiit la face exwDiuee appartieudrait k deux paralleloedrea

de 1» wkie Ii, Ii,,... Ii,, ce qni est oontie rhypothiie.

On anr* done lee iodgnlUite

Le })oint (Ij"*) appartenant h la face de /^^, ijni est caract^ri««.'e par

les aommets (3.), peut ctre determini |)ar les igaliteü

" 2[ oü - 1 et *»>0. ci-i.t....i>

JraiMl fir Malhmatik. Bd. IM. H*lt4. 34
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Dm in^galildi pr^c^entea, on tiro

Ed obaerrant qve d'avtra part on »

(4.) aM+2a^£>0,

OD troave, ä oauw de (2.)i

(5.) e+<^ii+<2r«.{;<0.

En vertu des int^galitös (4.) et (ö.), T^OArt Q ne pent 6tre

inferieor ä aue limite fixe d.

S6» Gela pose, examinoos an contoor fennä C dont les pohria ont

r^oart miliel qni ne larpaiM paa «f. Ed rappOMot qua

on aora an contour C qai eat situ^ dana des parallelo^drea contigas deax

k denx.

Soit (10 nn point qoeLoonqae dn eontoor C appartenant an paniU^

lofedrc R. Admettons quc pas tous Icr points du contonr r n'a]ipartiennent

h H et döaignonfi par an point da contoor C qai n'i^paitient pas ä Ii.

Posous

(6.) ii= £9k(ttt oü ^»t-l et ^i>0, <i-M..~4

(7.) «=i^^*«?« x«;«!.

Comme le point (10 n appartient pae k on aora parmi lea aombfea

^„^,...^1 an moina nn nomine qoi lera viffM 8nppoaon% ponr fixer

lea id^ qne

(8.) *%>0,...9],>0 et d;+,<0,...d:<0.
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Oa peat ohoiBu le j>aniD^ i n qa*on ait Im iii%»Ulds

(9.) |öi - *»|< «,

i etant un pammitn poiitif anan petit qne Ton voadra. En verta de (8.)i

il vieadra

(10.) 0^*»<«, -»<ö;<0. (»-ff4t;^o

Ob.servona que le plus grand nombre parmi les noinbrea ... t/,

ne peat etre iaferiear ^ ^ ^ cause de (6.). Eu auppoa&nt qae

•<i.

on truuvera le nombre chercbi* parmi lea nombres ^a, ... AdmettOQS,

ponr fixer les id^B, qne

En Tertn de (9.)i U yiendra

(IL) ff;>i-«.

Xous avons dcmontn'' i|Ue le point (i'j ne peut apparteiiir ijn'aux

parall«^loedro3 lit, li^f ... i^ui »unt contigus ä K En suppoaant qae le

point (^;) ap|)artienne an panlldloidre on anfa ina in^alili

(12.) a^+£a^^,<0,

En obettrvant qn'en Tertn dea ^;alit^B (7.)

ff«+^«•ß= ^i; ^1(«»+ i<^» ««)

,

on obtienty k canse de (12.),

34»
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De eette. iwSg&Utö on tire, k OMiae de (10.) et

En poMUit

admettouB que /ll>0; rioegalite precedente doniie B^O, donc

(13.) *> ^.

Observona que les nombres A etB m cbuigeot pM quaud on rem*

place le paraUäloidre ^ pur nn paralltioödre qaeleooqne de Peuemble (R).

On en oomlit qne le nqipart ^ qui ne s*aiiinile pas poasbde im immrai

poaitif 49.

En snppoaant qne

«<«»,

rin^galit6 (13.) devient impoaeible et il eat D^cenMiire qne ^»0 ou aatrement

Novs sommea anirte an r^aultat suivant: tone lea paralltioMres dans

leiquels est situ^ le contour examine (' sont contigns par le sommet («,,).

A l'aide du lemme du n" 35, uii deinuntrera ais^ment le theoreme

(bndameutal euouc^ en r^p^taut leä raiöuanemeiitä expos^s au u** 28.

BrofrieUt fmdmamlalea de la fonction geaeratrice V (x,, x^^ ... x^, A|, il,, ...

87. Theoreme I. Sifpj)o.ioii,<s que deux rectenrs [i^] tt [A{"*] caracterisent

deus paraililoeäres Ii et BS'^ de Censembie (/Q. On aura une megaiite
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F(«i, ai, ... X,, i,, ... > «i, ... s,, ir. AT, ... AT),

« conäiiion qne le jtoint (x,) Mn't inU-riettr au parall^okbre i?'"'.

SoH (^"') an point qoeloooqae qai «it intfrieurm pwaU^loidra JS^,

Prenont vm point J qd ort int^rienr ao pMwlläloMre et ezMnindi»

«Q TMlear [ir^,£] d^termin^ par Im ^galit^

a;,= sr+«(fi<--Ö"0 oü 0<u<l.

Une partie im veotMir I,] appntieiit an panllfloecln JZ". DMgnona

et rappoMSB qne le vecteur ^ pn^ute la partie du vectear [5^"', qui

appartient h Sf^,

La «eeonde partie |J da yeotMir [jP*, (,] ne pottMe qa'on aenl point

(jS) comiDiiii an paraUöloUre Le point (|^ appartient k nne faee

/^'Cv) da paralkUoJ'dre On choit^irn parnii les parallelot'dre« (joi sont

contigus par la face i^^(y) un parall^lo^dre H' qui contient uue partie da

vecteur [SU.].

Dt'signona

oü u.<«,<i

et rapposona qne le Tcotenr pr^eente nne paitie dn.Teeteor

qni apparttent an parall<-lo< dre IV et ainsi de snite.

Snppoiona qn'on ait determinä m points da veetenr [STi SU

(l.) =51"' + «,CI. - !!">). a-i.t....-»

oü

(2.) 0<tt,<M,<...<tt.<l

qai comapondent anx Teetean [^"M!]. [^.t^riT— C^T^t^J appartenant anx

parall^loMrea

eontigna raeceuivemenL
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Designons par

ft?' -f ^f/W X<= 0 , (»=o. 1 J. ...— 1)

reqoatioD canoniqne de la face commane aux paralkUoödreö /^'' et /f'*'*"'^ qoi

est definic dans Ic paralldloedre H^^K

En vertu de la dOfinition etablie an n*' 32, on anra nne formule

(3.) K(x.
,
x„ . . . a:., Ä„ Ä,, . . .O = r(x„ x„ . . . ip, • • . K'')

ExaminoDS les sommeB

(/?J + -rflW|f'> et fli*>+ ^rt,'*>|,. (*-...!,»....—II

En vertu de la supposition faite, le poiut (^f*""'') v(5rifie requation

Comme le point (^J*') appartieiit au paralleloedre /i**', on auri^ une

in^galit^

En verto de (1.) et (2,), on obtient

Comme le point (fj"*) est interleor au paralU'loedre /^'", on aura

rtS' + r »<">?T' > 0 et + I.< 0,

II en renulte «jue
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En nlMrituBt daai U fommle (ß.)^ on obtieiit

Ktfp,tf»,...ft% A..ji.,...Aj> Ai"'.4%...ir)

V{S» St, ... I., Ai. i., ... < »"(fi. &, ... Ü"», ... Ai">)r

T^eorme II. 6u^)jKjsoiui quf ies parailcluiidres Hy, IV, ... B^~*^ strü'iit

eontiyus par tine fae« P(v) ä r tUnunnona. En tUi^nmt jmr [A}*'],

(AsO, 1,2,... n—r) le$ veeteun fui earadiriient et$ pamtUäoümt on

mara %me wigaKU

' Uli ^1 ••• *ni ^11 ^» •••*)> ^'('''ii ••• '«i ^i'i ^S'i ••• ^^)»

d eondyieMn fu« jwm^ (4%) m(^<Mtir clr Ax /Sie» P(*') a que k veeteur

IM M IrotMi« |MU fönm les vecteun [i^*'], (i;s3l,2,... (»—r)),

En tuppoiant que on oicni Vegahti

I .r,, ... X,, k[ \ ... = ^ C^ii •'ij ••••'^1.1 ii *» «t. ^"0"
(|l-i.*,...Oi-»))

On ilt'montrera aisi-mcnt Ic tlu'ori-me II enoDOÜ eo r^pötaut les rai-

soiinemenU qui ont ^te expuses prt^cedemment.

S8. Les räsoltate obtennt onvraat nne luniTelle vde poiur Im
reeberebeB oonoenMDt Iw pumll^loidrM primitift. On peot mniug&e Ten-

semble (R) dw pualläoMret primitift wnn tn nonTeui point de tim,

k Mvoir:

Cltuque jMO-uihlmäre ii*"* de l'eimnible (/^ airtictt risc po)' le vecteur

[if^ präsente im entmble de pomtt (xj verifUtta VinegaHte

*ii *»,...0> ''(aif«»i...J^i|ir,'J'i

•

fue/^ Awt «adtaa" [ij a/ipor(ma»t «m ^fmtpe

Nona avons vn w n* 82 qae ponr to panli^lo^e prineipal iZ^ de

Teoaemble {Ii) on a

r(x„ai,...;il„ 0,0,...0)-0.
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U s'eDrait qne le parall^lo^dr« prindpal Mt defiui pw riii^«lH^

qai inbiist«, qa«1 qne loit le veotear [2J da groope

D^rnvmaAm de ki fimOion giaeratrice ^(1^,0^, ... 1^,1,, ... XJ.

39. SoppoMN» qne le psnlliloidre prinoipel lott d^tenaind k

r«ide dei indgalitf« oeooniqnet

*

Ddngnoiu par [2»] le vectenr qii] ddAnit ane trantlation du pemUd-

lo^re R^mRu (/ts 1, 2, ... a).

Prenonii devx penll^loMres /f» et contigna so paralldloidre Ro per

lea fiMse« J\ et qni ne iont pu perellilea. Poeona *

et deäigiions par Jt le paralluloedre de reoaemble {R) oaracterwü par le

vectear [Äj.

Le paialldloidre R eit eondgii ans paimlldloidrea i{« et 1?^» par lea

Ikoea qai aont eoafnMntea aas fiwea P« «t Pf
Ob peat done fonner deaz aMea

Ä„, et K, Ii,, R

de parall<''loi'(lres (|ui sont succesivement coiitigus.

SupiHiHons que le paralleloedre »oit determiiie k l'aide de« in-

dgalitt^ canoniques

La face da parall^loMre J?« qai est oongroente k la feee sera

ddterminte par l'^aation
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II en r^lte qoe U fooction ...a;, »'ezjMiiiie

par la aomme

F(«i,«i, ... a;, A,, a., ... = «..+^fli»«< + M»[fli,+Xa«(«,+ a«)].

De 1* mAme mMittoe, on obtient

V{Xi , Ji, ... i„ i„ . . . = + X, + [rt,, + J2"a« (j-, + iJ].

En ertn dn fb^ocime Inidamental da n* 84, on nim nne identitö

Ow -f •Sort'i«+ M* [«n+ -^'«i» Gr<+ ^)]= ff«+ «tt*. + "»[«« + ^a«(a:< + i^].

n s'ennit qne

et

>suus avuli» äuppuaö qac les coefficienta a^^ et u^, (1 = 1,2,...»)

ne Mlent pas proportionnels, dono il «it n&MSMnire qne

u^s 1 et «tssl.

Möns sommea arriv«ia an rdsultat impurtaiit »uivant:

Chaqiie jMiraUäoidn R earacteriti par un welmr [ij sera äMermmi

par lu utigalUis eanoniquei

att + £a»(xi+K)>0. (tot. >,...•)

Obflerrons qo'en verta de (1.), on aara T^galitö

Diins cette ögalitc, on pout attribner anx indices k et h les valenc»

i = l,i,...o; A=l,2,...o.

lowHd Kr MrtlMgnlik Bi. 194. H«ft 4. 35
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40. Theoriam. Im vedmrt

forment la böte äu grottpe O, En potant

(2.)

oü ftoiit des uombres entiers arbitratreif on dHermmera chaque

vecteur [ij du groupe G. En designatU

(3.) «.»-S^*««,

on definira la fomtion I (t'i.x^, ...x., 1|, ila, ... ilj ^<ir la fontmle

(4.) t^C^i,^, ... J., ia, ... i.) =
2 i^i <=»

"^'^

Admettons qne la fornnle (4.) mit T^fo pour let vectMu» [Ji!(^ et

[IQ qii lont par lei ^alH6i
i

(B.) A}^« ij/f *« et ij= i^j^Ä». »-1.1.

Nous Mom voir quc la formale (4.) leca sQMi Tnie poor le vectear

[l^ detertuiiie par lea egalite«

D^signuiiä |)ur Ii'- et les parallelo^dres caract^risea par le«

v«>i«tt» et [a;].

Le ponlliloi^ Mi» d<toniiin4 pw les indgalitöi eanontqnes

uiyiii^LLi üy Google
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Od en uondit qm la fonction r(«„ l„^,...i^ •'exprime

par U formole

(«.) ^, ... x„ i„ A,) - r(.r„ .r, r„ Ap, ... A^)

+ 6'(x,,u-2,....r„ ä;, x;, ... /.;),

oh la fonction L^Cai,-!:^, ^1, i), ... O prösente la fonction g^n^ratriee

d^terminee k condition que le panll4äoMre R'^ «it ilb& oboisi ponr le panll^

lo^e principal.

£d deaignaiit

(7.) i^ss i i^eu et ffl—^ftora,

on »m, en vertu de U inppoBition Me,

ii, . . . AI)- i 4 (<r«» + Soa -1 ^«t + ^OaXi)

Pmom
»-1,»....«)

£n verta de (6.) od obtient

+ 1 .s«r i.r + 2 j?«: a;+ i i Aj"

.

Ezaminoiie la sonne

86*
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En verto de (6.}i ob anra

t »Ml immt

Noiu avoDs vu au n' 39 qae

(10.) ia.3ttaia,Ai,

done

et, k cause de (7.), il vient

II «'eoftoit que

En vertn de (7.). od aara aani

On pent donc pr^aenler k aomme (9.) mos to fome

Comne

U formale (8.) pent s'^crire

F(a;i , ^, .. . a;, 1„ a,, ... Äj= 1^ 4 -i A«+2a,»d%)+ ^^0,2«.
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U est aU6 de yia&u 1« forniiile (4.) dM» les om

Ä,=±Ärt. («-1.»,...«)

n «1 rteiiUe (jue la ünmole (4.) sabsiste, qael que soit 1e eoteur

[AJ appartenant an gronpe <?.

rAeordm« IL Le gtvup« Q pouMe une bäte fofmit th n reeteun

En posant

obAi^T^'^L «on^ <^ nomhres entiers ärhämntt on d^ftmwuni eAa^n«

twefmr [Jlj <ftt ^rot^ Cr. <U»tgnant

««

(12.) 0,-1 /.p.,
•1

OD oura ja fomade

On dämontrera aiMneat le tb^ortme II ^nod k l'aide de la

formale (4.>

Observons qae la somme •Z'a^A, pn-nente, en vertu des ^galltda (11.)

et (12.), ane forme qnadratiqae des variable« eotiöret 'it 4« ••• ^

oll OD a poai

1 * 1
*
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Noo» allona voir qoe la forme qaadrad^ae obtenae SSAf^l^t^ est

potiitivc.

Dtilerminntton du centre da paraUilokirts primüifs.

41. Thforhne I. Vhnque fKirttUeloPdre primtHf poSlkU Ult Centn.

IMiigoons (mr (ßf) 1« point Tdrifiant le» «g«Utö»

1 " "

(L) -^£^pm »»+ 0. (*=i,a,...,j

Je dia qae le point (l«) preaente le cuntre da parall^lo^dre prin-

oipal R9.

Poor le dAiMNitrert pwoiM

Ed vertu du tbt'ürciue II du n" 40, on obtieiit

* tmt

D'aatre part, en vertu de la d^fiuition dtablie au ti ' 32, oit a

n «'enauit qne

(2.) c« = /i*' jiaj,
(i.t.«,...«)

et

Moltipiiona les ^galit^a (1.) par et en attribnant ii Tindice k

kt Ttknii l,2,...n, edditioMAiie lee igiMli» obtoMMi, üi^mmIi«, k caaae
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de (2.) et (3.),

(4.) «« - 1 JSoa la+ &- 0. (•-«.». *i

Cela pofl^ prenöiiB nn point qaelooiH)iie appaiteuuit m penll^

loMra ü;,.

Poor qne le point (c,) soit le centre du paralldlo^e U fiuit et

il anffit qu le poiut (x^) d^termin^ par lo» ögalit^

(6.) xJ = 25(-j-„ «-I.J....«)

i^pertieiiiie m pa»U61oMce ü« annL

En vertn de la aafipeaitioii feite, on anra lea indgalitte

(6.) aut + £anZi>0,

En observant qu'ä caa&e de (4.) et (ö.)

ffi«+ SoakS^t — flu» — («(— itt)

et qne rin^alit^

ae tronve parmi les iadgalitja (6.), on obdeat

a,«+2flM^^0. (i.i,i,.„«i

II est doue d^montr^ que le point (i^ pr^aente le centre da parallö-

lo6dre i<u-

Obeenrona qne le eentre (ßi) eat intörienr au paralMleMre B»,

Poor le demontier, aoppoeona quiw point (dO scdt intMear an panll^

loMie Bo,

On anra lea imSgalit^



370 Voron9t, iwcfardW wr la paraUMotdre* primHift.

Parmi ces in^galite» »e trouvent le» io^galitds

Ea ftiiant la KMume de eei in^galMt, ob obtitnt

et, k caude de l'^galite (4.)t ü vient '

43. Thiorim IL i^i /brme qmdratique

tmt

«h$ variablet etUikres est positive,

Appliqnons le thi^or^me I da n* 37 «q oeotre da ponlldoMre

principal i^, ou aura l'in^alit^

(7.) I(l.,5.,.-.^.,ii,^,.-iJ>0,

tpoA qne loit le veeteor [Ij da gnape (?, le Teetear [0] dtaat exela.

Ed Terta da tbioi^ne II da n* 40 et des dgtUMe (1.), il vient

1» (&i fe» ••
. fc» *• *t, ..

. *J=I^ +- +p»0 (»« ^+ + «ta0

et, k eeoie de (7.X ob troave

•^O^d 4+M + +1»*.O (»« + «o 4+ - + 0> 0.

L'iDegalitii obteuae subsii^te, qaellea que aoient les valeur» enti^res

det variaUei aystöme /, = 0, 4=0, ... /.==0 ezdn.
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Qroupe eonimu de tramfitrmetüm HniaireM det parqüÜiMm primitifr»

43. Effectaons nne transfbrmatloii Ibiteire dn pwallAoidre primitif

prineiiwl Jt^ k Taide d'aoe rabstitution

,

html

k OMfficients reels qnelconqucs et da dt'tcrniinaiit >|ni iic s'annnle pas.

On obtiendra uu iioaveaa paraUelocdrc primitif Ii' aera determind

)i l'aide des in^galitte omoniqnes

oil (m poid)i<
«Ol— £ %<X«i *^tk^ £ »i^tltai* *••••*> )

Le groope G' de vectenrs oorre«pond*Dt an pamlldloidra obteDU i2'

sera d^terminä par les egalites

(2.)

k condition q«*aa Teotaor [A,] da groope Q oomqNMide le veotear [x'J dana

le gnmpe <?*.

ii I *ii ••• ^) =/*i+ £^Pt*t

et

Ed mtn de U fonmle (4.) dn 40 et dea ^gaUtda (1.) et (2.\

on obtient

jMml fb Mrtiwttft Bd. IM. Irfü«. «6
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II en rdsulte qius [nj et [nj] ^nt den eolaiin corrMpoudaats quel-

oonqaes, on aura

(3.)
i,^'"'-

Th6tn^m0. La forme quadraiique

jprennte uu tnveaiaHt dans k groupe eoutinu de trtmefomtatione Uniairee.

Le thi'oreme önonei eit iviileiit en verta de T^galit^ (3.).

44. Effectaon» uiie transformation des panUiloidies prinitift de

rememble (iQ ä Taide d'aiie subatiUitioii

• »issl' 1=1*

Oll ubtiendra un eiisemble de paiallt locrires primitifs (/T).

La vaicur correspondante de la foiietioii l'(.r;,ari, ...ai, Ä|, ili, ... A^)

l*oar Tensemble (A) sera exprimce par la formule

^ (^U'lll ••• *»l il» ^1 ••O— £ ^i^i + o ^ ^ '^l*

*

En vertu du tln-oW nie du ii' 38, le paralleloisdre principal de Ten»

semble {H') sera determin«- pur leu iucgulitea

qui labenteot, «juelles tjue aoient les Talenn entUm de Z,,/,,.../,.

Lei dilli^eiilB panlUloMm de rensemble {R) aenmt ddrerminds per

les in^galitöB

(4) -^-/-^.^i^'-i^rr

uiyUi^Lü üy V^OOQie
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Qhaqm paralleloödre de Teuaemble (/)") sera cam±ttM par im

•ytteme correspondant (/J"') de iiombres entiers /\"\ f*!'\ ... fp.

übservntis iiu'oii pourrait reni|)la('er lu l)a»e du groupe ff formde de ii

vectears par une autre base turtueu de u vecteur« au^si, ces deax basea seront

6)oi?alentefl, en T«rtD du tbter&ne III da n* 11; 1« forme qnadratiqae po«t-

tire eorreapondairte 2SA^l,lj aera remplaede per nne forme äquivalente;

les inegalitöa (4.) d^iinissent dans ce cas renaemble des paralU'loedres rjui

peut i^trc transfornii' cii rcnscrahle h l'aide d'une substittttioil lin^re

corrciifjoiulaiite ii coefficieiitH eiitiers et du (li'tcrrainatit + 1.

Le remarijuable tbcurcme suivaiit est doiic dt<moutre.

T^dorime, En «ffeetuaxa lu tratuformaHons Hnemres ttu» pamlU-

hidre pnmitif ä tmde de tubstünHoru ä coefficienti rieh qu^hrnques qut

forment un gmtqte conHm de tubstilutUMU Hiir(iire.f, ou obtieai im eneemble

tlf jxtrttlh Inhln'.t jiHiilifi'fs tjiti i'til ptirfititfiiwiit (Ir/mniiit^ juir mir rhissi' de

firmes ijiitidr<itü]i(eis jtositwe.i ('ijiiiraieiite.'i , o coiulilüm (jit'on in' cun.ndere pas

comine diffirentes let forme» quadmtiques ä coefftcienlx proportionnels.

Nona allona voir qae chaque forme qoadratiqae positive d^nit, k

Taide des inegidit^ (4.), an eiuemble de parall^loidrei oongmenta qni

peavent ötre primitifo oa imprimitük

Section III.

IMtermiiiattoii <1cs parallC'lo^<Ires tt l'aide d€8 fonnes

quadnitiqae» positives.

Definition du poly^dre convexe correspondant ä une forme quadratique

positit'i:

4& Soit £ a^«t*j nne forme qnadntiqiie positive ariritraire k

n variables 4^, d^, ... x,. Eaviaageoas an eniemble R de polnts (o^ vMflant

lln^itä

qaelles qne soient les valears eati^s de Zi,3t,,:.x^,

36»
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En vertn de la d^finitioB äablie, rememble M joaU des propriet^

äuivantea:

1. L'ensemble H est ä n dimeiuwu.

2. Le pomt (0) pr4$mU le emtre de leneembk it.

3t L'eneemble R est amvexe.

Prenons uii systime de parmmteiw arbitraires f,, et examiuona

nn veotenr g oompoad de points (<0 4Ü tont d^rmin^ per lee ^altt^

a,^ife, oh 9^0,

n eil ak^ de ddinentrer ^all cihle on intarraUe

qni eonespond aax points da Teeteor g appaitenaat k l*eBMinble S,

En poiant

ou obtient un vecteur [(f,u\ duiit lea poiuto appurtieuueut k reusemble H.

Le point (a,^|) ap^^artieut k la frontiere de Tenaemble R, c'est-ä-dire: le

point («nO vdrifie lln^ilö

(1.) SXa^XtXj + 22ff|„4%>0,

(juelleB qae aoieut les valeura entieres de ...j, et verifie an nKuna

nae dgalttd

(8.) M<«vU+2^ef,a-0,

4i4i"- U (^tant de« nombre» entien qni ae e'aannlent pas.

IMeiguoua

(8.) ««I»- «III- i Onii >

oa aora, k oaaae de (2.)i l'^alit^
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et, en Toitn de (L), on oblient

donc le poiiit (ao) apputieDt k l'eiuemble R uaai.

En MHuit U eomne dei indgalit^t (1.) et (4.)t on trouve, Ii caaie

de (S.),

L'inegalite obteuue subtiiüte, qaellee qne aoient les vaicuri« cntierea

de cette in^alit^ pent s*terire

££a^l,(,<££ ((- 2«^)(/^ -2;rj).

Oll eu uouclat que k- ä)'»tt nm (/,) n est autre cbuse iju'une repr^aen-

tattoR da nriaimnm de U forme (iiiadrati(|ue iJoaHive ££a^XtXj Aitemini»

d«n l'emeaible oonpoed de ton» lee qrstimes de nonbree entien qni tont

eeogn» m eyitöine (0 per mpport «a raodole 2.

Lc nombre des Systeme« pwdls est fisL Soppoaont qne tone ees

Systeme» forment une a^rie

(6.) (/«),('«). ...(U.

4ft. Tliairhw. L'ensetnble Ii presente uii polare convexe determim

ä faide des ineyalites

(6.) ££a^Utßt-\-2£ti,l^'^Q. «i.ii,>,.„«>

Kit vertu de la diifiuitioii etablie, (;bai|uu puiut (a^) de l'ensemble

R v^rifie oes in^dilte. Adnettene qn'nn puiut («^ v^uit oes in^gnliläe

n'appartieiuie pia It l'ensemble R. Qn dämninera dam oe eaa nne valeir

pofltiye dn paranitre p dant TiKtenralle 0<:i»< 1, de mani^ qn'en peeank

(7.) a^^^fo. oil Ü<(»<1,

on obtienne nn pofnt (oTO appartenant k b kontiere de renaemble R. Le

pirint («TO v^era, eomne non> Tavoa» vn, nne ^galit^
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(8.) 2:2:a^lili+3£t^l,=Q

oaraet^riaäe par m •/•töine (0 appartenut k U i6rie (6.).

En verta de l'^galit^ obtenae, on troave

et, k oaue de (70« il vient

Ell prätentuit l'^lt^ (&) wn» U forme

i^rt,, /,/^+2 Ji«,/, = 2 (1 - ^) £tt,l„

on aara l'iiiegalitü

ce 4ai esst contre l'hypoth^se.

InigaHih mdipmimta ^ difimuaa le pohfMr« etfnvexe ctnreapoudant

ä tin« forme quadratique ponttve.

47« II peut arriver «jue [uurmi le» In^galHte (6.) du n* pi^e^eot

M tronTMit de« in^alites d^pmdutea. Admettons» pw exemple« qne

(1.) X£o^l,t,+2Sa,f,>(i

Mit d^pendante. On aara dans ee caa nne ideatitö

(2.) /, ( + 2 2:a, I, 1^1^ ^ 2 ^a,U)

Oft



VoroHo't, rechaxhen sur Us ]>atall>loi<iret priwntift. 277

Nom tnwm vn «n d* 46 qoe rin^galitä

Mibdflt« quell«« qae Mnent Im^t«!««* entitoes de «„j^,...«;.

En fdniit dai» lldentitö (8.)

on obtient

Po+ (2:2;a^lttk- 0= Ol

et pur saite

f^sO, p*(^^a94/0-jE^<i4f/«O=>O. •>

En snppoflaot qae pt^loO, ou ran

^ ~ -äf-S a<, /« = 0

,

doitc

a^l,lj= JS2:ii, (/,- 2 /») (/, - 2 /^).

En yertH de r^;«lM obtenoe, le Byat^ne (/i--2A») se troDve daim

la Serie (5.) da n" 45. Ceit ane condition nteetukt poor qne rin^galite

(I.) Boit dependante.

48« Theoreme. Pour quttne megalile

(8.) -SJE /,/,+8-r«,/,>0

.vojV uidipiitdante, il fant et il utiffit ijite la forme (juadrittitjnr £2!n,,.J',.r "
jxjs.irde ipif fifii.r rc/irt'seulntioiis (/,) ef (— 0 di' miuiniiim dam fensindili'

coiii/iusr de kins /es sj/ateines de nomhres ottier» qui sont comfnis an systi-me

jHir riipport Ott maäuk 8.

Nona «TOM ddimnitri qae I« oondition dnonete eet saffiMole. H ceMe

k ddinODtrer qae oette oondition est necessaire.

AdmettODS qae l'in^lltö (3.) seit iiid^pendMite. Don» oe cu,

r^qoatien
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d^finit nne hiat P k n— 1 dimensiona da polyödre Ii.

Soit («i) an point qai est intdriear ä ]» fiuse P. ün «ora l'iaegalilä

(4.) 2:2:«^Är,^ + 2Zo,x,>0,

qnellM qm loient Ics valenn enti&m de dr„j%,...2;, les deux ay8töDw(0)

^ (/^ ^tant exoliu. En poMnt, wmm» nons r«TOii» fait aa d* 45,

(5.) tt',^-a,-£atjl,f

OD «im antBi nne inegaUte

(6.) ££a,jXiTf+2£a',Xi>0

«jui subsiate, i|uelle8 «|ue »oieiit le« valenrs etilKTCB de .r,..r, ... r. , les denx

ayatemeä (0) et (/,) etant exclus. Kn faisant la somme des iuegalitea (4.)

et troQve, k cause de (5.)»

on Mttrement

L'int galite obtenue subsiste, 4aeUes 4ue soient les valenrs mtikrea

de lei denx ^jnt^ee (0) et (0 teat exelns.

Le ditortme toonoi eat dono dinonträ.

Vorollaire. Le nombre de* inigalitt-a indeitendantes qtti difSnmmt le

pofyidre Ii corn'spoiidnnt ä me forme qitadraiique posüioe ne peut pae twr-

paster k iimüe 2(2'-l).

Eneemble (R) de paraMoi^e» difmi par «ne fofme quadrati^ potäioe,

49* Thiorime. Supposons que le poifyidre convexe R corresjwndant

ä tute form» quadratique poeitioe ££a,f Xt Xf eoü däermini ä Faide det in^gaJiUe

uiyiii^LLi üy Google
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Eh effectna»/ 1r.< hwulaHmu du pofyktr« Ii le loM^. jdu ^veeteitr»

determinea par le$ ^lües ,

rf'-''" >i<»iihrps entiers iirhitniirrs. nn cnmjtnueYa nn cnsemhie (/?)

de ptttlfeärc.^ com/niaits i^iii paiUiijL'ut nnifurmiitiunt i'ejtpace ä n dimensiom.

IMaignons par iP le poly^dr« qa'on obtient klUdtt dHine translation

dn poly^n B 1e loof d« veoteir [ij. Le polyidre ^ sen ditemiiii^ (Mur

• - -' - , • •

Cette inögalite peiit s'ierir»

öy (x,+ /J (jr,+
/^)+ 2 2^ o, (.r,+ /,)> 2"i' ö,^ + 22:

.

" " Ön eh eonclat qne le polyidre ff •«« d^rminö par les in^Ul^

(1.) ' £.£0„if,x,'\'2£atZ,>2:£ayl,lj+2JStttlt

qni snbustent, quelle« que soient les valeare enti^rea des variables Xt^Xi,..x,.

On din qne le poly^dre ff eongraent ao polyMre R est eaiaotörM

par .le ayatiiae (0.

DÖHignons par (R) l'eoBenible de tons les polyödres congnieoii an

|M)iyc(lre /{ et qoi »ont oaractMida par les differents ayst^me« (/J de uom-

breti entiers.

Je dis qne Tensemble (R) remplit nniformt^ment l'espace a n dimenstons.

PNmona vn point arbHraire (a^ daai l'eepace k n dimensiona et

elmohons le polyidre de l'enpeivble (R) aoqael apparUeat le point («^

A iset eÜBt, döterminona nne ripprdeentation dn minimnm de la ft»mie

dana l'ememble E eompoai de tona Im systäme« (x^ de Valencä eatiirea dea

Tariablea x„a^,,..A;^ .

JomnI Nr HsthenBtik. BdM8«. B«ft4. 37
'



Oo aiura l'inegalHiä

qni rabriste daat l'euMnible E. 11 en rändle qm le apputieiit

an polyedre de renenUe {Ii) caracterise per le Systeme (^).

AdmettODB qae le point (»,) appartienne anx difft^rents polyidne de

reneembl« (iQ: R^R\...li'''^ caracterue« par le« ayatemea

(«o a),(4.)i...(«.

Ed vertu de (1.), on obtieot les egalites

(8.) Jr^%A«^t+8i?«iA*-^^«tfA^'(*8^aiii. c»-i.i....fr)

II s euauit «ju'ou aura l inegalit^

quellea qae loieot lea valenn entiiiea de Ji^,ai,...x„ les systemes (2.)

dtut exelu.

On en conclut qoe le point (aj eat ifttirieor k mm fiwe oommnne anx

poljfedres R^H'^ -It^"^ et definie par lee «^nations (8.).

Noüs aommea arrivis au n'sultat auivant:

Cfuiqne forme quadnUique jmilü'e drfinit un emeinble (Ä) de jxtraUe-

hidre» oongruents qui imaml^ pninilift ou mprimitift,

AlgorUhme pour la redierchc du tnutiinum de la foriM £ £aifX(Xf-i'2£aiXi

daiis reiiseiiiltle E.

60. SappoBOJW i^u'ou ait di^termiue les inegalitea ind^pandantea

££a^,l^^lft{^%Stt^l^t>{S o-i. <....«>

qui döfinissent le parallt^loedre R correspondant k oae forme qoadratiqae

[>OBitive 2SaifXiX,.

A l'aide dea ayattmee

1
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de nombres entiere, on peat rosoadre }ilaBieitn (»oblilMt de to Üitorie

arithnt'tique des forme» quadratique^ positivee.

Cbercboiu, pv exemple, le miiiimum de la forme

(1.) SSa^9tXi-\-tSaiXi

dans l enaemble E comi>oai^ de tous les syatumes (xj de nombrei entien,

ai,a^,,..a^ teat des pflismitret «Ulnire« donn^
' Lm f»leart de qni coneepemdent an mininttn abiola de

la fonetion (1.) vMAent lei ^qutionB

Dtisignons par (f«) le point verifiant ces eqaationa. En poüant

determinona les nombrea entien ^,4f4 d'aprea lea eonditiona

Dans le caa fisO (t= 1 , 2,.../t,) le Systeme (0 est celni qa'on a

ohercb^. Admettoaa qae tona lea nombrea r|(tai,2,...n) ne a'ammlent

paa. Poaona

et examiüODs le point (up)' Admettons que le point (a|")) apparticnne an

paialMloidre A D en räuUe qne le point («0 apiMitieat an paiall^eMfe

de renaeniUe (12) qni eal eaiaetArM par le «jntöme (4)i done ee ayaOiiie

repr^aente le minimnm de la forme (!.)•

Dans le cas ofi le point («f"') n'ajjpartient pas an paralli'^lo^dre Ä,

d^tenainODa une valeur dan» l'intervalle 0<l^<ll da param^tre 9, de

uanltoe qae le point aj"') appartienne k nne Ibee da paraUäoidre R,

Snppoaona qne eette Ibee aoit d^lmninte per rdqoation

-i-S«^U Ijk+ 2 -2"«, = 0.
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.
'. On aara une 4g«lite

Posods

et examinoiia de noiivcau le poiiit {(>\) et aiiiHi de suite. Je dis iju'on

dt'termiiicra toajoars une represeutatiou da minimum de la forme (1.) en

r^pöteDt plasieun fote le proo^d^ expoa^ Pow lA d^Bumtrer, sappoioM

qa*oii Sit d^ninö )t l'dde de ralgoriOrme expoiö une läde de p(Äiits

(2.) («4'")» («0, ... («{*0t ...

et nne sdrie de systinieB

(D, (/;), ... (n...i

T^rifiant lee 6gditto

(8.) «r= «i*-"+i«.>^*"'*. t*-i.i.^)

et lee egelitäa

^^ay^*'/}*>+2^>»«}*'fl*'= ü üii Ü<(»4<1. »-u,i.»....)

Ed verta de oee ägalitäs, on tronve

(4.) ^Xayii*»i}»»+ 2:E'«}*M*<0. .»-u.i.»..j

En de8ifl;iuuit

(B.) »nS*'=4+fl">+...+/I'-'> <»-• »

et

on ebtieiit, ii oanae de (8.)i

(6.) «i****a<+^^^ i*-'Mi>...»

^
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En •abstitnuit daus Tia^fiUitä (40» od troov«

SSa„ "«I") W*'+ <*) + «^-STä^ m\'>)<.SSa., m\*' Hiy> + 2^a, in}*».

Cette in^galitö, Ii ouiie de prat »'eerire

Le nombre dea qnt^es (m}"} de nombres entien ydrttlaikt cee

in^galiläa est limhi& Ob ee oonclnt que 1« via» des points (2.) se tenninerm

toqjoiin per un point («f*') ajiiiartenant au parallt-loi*dre It En vertu de

legalite (6.), le systLine ("i*") repnaeute le minimaiD de la fonne

2i:2La^XiXj-\- 22^^(1^X1 dana lensemble E.

U mte ii d^miner loetei les repr^eentedeiiB da ninlnran de 1»

forme ezuDinöe dam l'ememble E. Le probföme poee m FMiitee k U
reeherobe de tous lets parall« loi-dres de l'ensemble (J?) qni sont contigiiB

par nne face i\ Tinftrienr de lacjUcUe ac trouve le point («!*')• Oii di'ler-

minera tous ces [laralli-loOdres eu examinant succeMivemeut le« parallt^loedres

qui sont coiitigus ä A per lee faees a n— 1 dimensioiiB et lüiiai de anile.

truprintts des systemes de nombres euliers qui caracterUent les facef ii n— l

iimmnon» du paran^hidre eorretpondant it tme forme tptadratique ixmim,

51. äapposous que les systemes

(1.) ±(U±(«,...±(«

caractt risciit les faeei^ k // 1 dimcngionB dn paralleloudre H coneapondapt

k ane türme qaadratique positive 2£2a,,.r,x,.

Theorhne I. JLw dMiMniv /u, 1^, • L ^ dtaqae tysUme (Z^) aj>par*

teaant ä la »im (1.) nW pa$ de d&meur eommun.

Nona avona yd aa n*46 qne lea nombres 4i, .... ^ vC-rUleiit

rio^galit^

dans renöemble E. En admettaut <iue
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et en posant Xi— ti dans Tin^lit^ pr^oMente, on troave

et il est lU'ceösaire t|ue <T=1.

52« T/ieoretiu; 11. Suj/pmotts que n sysdtnes

(2.) (/»«)» (P-)i'"

repreteiUaU n muiuna eon$ecuäf$

-U,^ A/,<... jy,

«b b /orme ^(M»bv(ifiie ponlioe SSa^x,gf, T<m k$ ^/tHaua (2.) «• AvumnI

«biw /« *t=rte (1.).

i:n vertu de la definition du syit^me de n miDima oona^outi&i on

aura une inegalitc

tant que ies nombres entiers 1,^.1,, ...x, ne peavent etre presentes sooa la

foriD«

rmt

le Systeme (0) etant exolo.

Admettons que le »ynti me (;>,») n'appartienne pa« k la st-rie (1).

Dans ce caa il exUte on Systeme {Q de nombres entiers vtirifiaot i'inegalitc

oa antremeiit l'inegalite

S£tt^Patj>SSa^t,^.

En poeant

(3.)

uiyiii^Lü üy V^OOQie
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<» prtateim lladgalit^ prioMente mw 1« furme

En 8u;>pogaiit que les deux ayatt mes et (71) dilRiraiit da qriteme (0)^

00 Mira, ea vertu de i'iQ^gaiitä obtenue, le» egalil^

wmt rmX

«li k esue de (8.), 11 vieat

*—

I

Les *'-ga1it(>6 obtenues aont impoasiblca, puisqa'autrement le d^r-

nlBaDt de n s^stt^mes (2.) s'annuleraU, ce qoi est coQtre Thypotb^ae.

II an (teilte qne llndgalit^ (4.) ne Mdwiite qn'k condMon qoe

ou <^sO on ti=j^u, (f->>*.-")

II est douc demontr^ que le systüme (/»a), (ii;=>l, 2, ... ») »ppartient

k la Krie (1.).

CanUairt, Twle$ ha rtjprAmftilwiw du nminmm oräftmAliftM dl» Ai

/tww fuadhrtifiw fotäi/e JSXa^Xt^ m Avuiwitf dimf fa »im (!.)•

6S. 7%^^tti« III. Im valeur numerique du tUtermmtoU de n aj/tUmu

quekonq'ips iipjwrtrnant h la sth'te (1.) esf inft't'ienre a n!.

CboinwoDS dao« la a«rie (1.) u ayatemee qaeloonqnea

(/«).(/«),...(«

dornt le ddluBlnaiit ±m ne a^aniHile pae. D&ignmie

En vertu des inegalites
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(|ni subsintent dixw^ l eiiscmble A', 2 1> pninta (ö.) appartiengeDt aa {jaraUeloudre

Ii corrcbpondant ä la furnie i|uadrati<jue ^'^Vi^x^x^.

CiloMaMms n t>ointB liaeloonqaes {»raii 3» politt (5.)? «yaot ögard ä

«e qoe les d^u points cormpondant k um intaie valeor de rindiee Jb ne

se troQvent pas' pärmi tes points chöid»^" Oii fornieril de* «dtte manföre

2' syttemes compo«'« de n jtoiote *

'

/(,,/«,,.../(, ötant one permntatiOD qaeloonqne: ites indjces 1,8, .di et

/*= 0, 1, 2, ... n.

D^sigDons, pour abreger,

. (60 , , .«S'^ «»SU» <*"'•»"••») ..e»-;t+i,...«i»-i,t, ..»"1

et examinons.ab simplexe A'« dcterioinu par Ics egaliu-s

«•I fS\ — •

Toialeefliiiipllexes K„y(ha,ly2^...V) appArtieiiiieiit as jnr^^ocNire R,

Ud point qnelconqae (c,), ^ni est int<'riear k nn aimplexe A'«, n'appartient

k aitenn antn ahnplexe de la surie formce. Ii en rdralte one in^fBlit^

*
•' ' •

'

(7.)
' "

I dx, (/*,... rfj,<; / dxidjCi...dx,.

• <«*> ^ . Vc» '
. • 1

64« En dMgitant par /) le d^tennimiit

«II "w ••• "l,
I

u. .. '^ 0^ '
-.r. •: \ VV" '.-i •

.'

; Omt «'.t •••«».« I

i . " • • • .
* "

de la forme quadratique Sj£a^,x,»,^ on ania en vertn de (&) et (6.),

^ 2)" •*
*"' " ' *
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et rin^alit^ (7.) donne

(8.) *j /)<J dxxä£i.„dx,.
m

Cela pose, obserYom qne le groape (7 de eetenn cornspondaat ao

parall^loMre R po«^ nne bue formte de n vectenn

[«ii]i[aa], ...[«<.]

En Tvrtn da tliter^ III d« n* 11, 11 vkiit

£ii «abstitiiiuit dam TinegaUt^ (8.)« o» obtieut

a»<;«l

Joanua Hr M«ilMiD«lik Bd. 184. Heft 4. 88
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Bemerkung zu Cremtmus Abhandlung über die

Flüchen dritter Ordnung.
(hiesea Journal M. CS S. 1— 133].

Von Uerro Rudolf Ikturm in -Breslau.

Als ich vor ungefälir 40 Jahren Cremnuti?, bekannte Schrift las,

stieü iüh in dem dritten Kapitel: Assemblages symt-triiiues, welches identisch

ist mit dem letzten Kapitel: Compleisi simmetriei dei Ptdüminari ad

una toori« geomotrie» delle snpcrfide*), auf dne air niebt ventHodlidie

Stelle, Ober welche ich damals nicht zur Aufkllmog gelangen konnte.

Ich Imtto iienerdingH Veranla^ssung, mich wiederum mit diesem Kapitel zu

beschäftigen, und bin — es liaiuieit sich vermutlich um dieselbe Sache —
nun zur gewünschten Aufklärung gelaugt.

Das Ergebnis ist, dafi Crmona Behauptungen ao^esteUt bat, die so

aUgemdn nicht richtig sind, w«ni eben bloB die Vontmetiiiag efaies symme»

tiiacheii Komplexes gemacht wird. Sie werden aber richtig bei denjenigen

symmetriaelieii Kom])lcxen, welche durch die zweiten Polaren einer Grnnd-

iläche gebildet werden, und auf solche kommt es schließlich in ( renwiia» Ab)-

haudluDg allein an. AherCrmona macht in Kap. 3 nicht diese Einschränkung.**)

Ich vermebe isB folgenden eine an (Wmmta mSgliehit sich an-

sohliefiende andere Darstellung.

I. In Nr. 42 gilt Crfiii'nh.'fi allgemeine Behauptung. Darin Itandelt

es sich um zwei projektive FlttchenbUachel 'i-ter Ordnung:

*) Hsmari« Mf A«eMl«mia di Bologna Sor. II Rd. 6 and 7. — In doa Orosd-

z'j'.'cii i'iner :«ll<;cmoiiicn TIteario der OborfliokoD (Bovlin 1870), in VOlohon boldo

.SchriUcu voreinigt sind, 11. Teil, Kap. i).

**) Ich wlodorholoi WM ieh in metooni Naehnif anf Cnrnem geugt habe: Oorado

eines bedeutenden Mannes Vcrvehrn dfirlVn iiirht stehen bleiben. Hoin Wossoh bt,

Crenwma wichtige Abhandlung noch wertvoller zu machen.
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P

iji /a fti •••

welche einen »ymmetrischen Komplex bilden, d. h. in denen P„ identiioh

mit Ptt tat Da ist klar, d«A die gemeinaainen Pnnkte

w«n d«a Gnradkorven der beiden Bflseliel gemeinsam, Doppelpunkte der

erzeogten Fläche von der Ordnnng 2» sind. Ferner, jede Fläche eines der

beiden Bttschel schneidet das P'rzeiigiiiö in dem Schnitt mit der ent-

sprechenden Fläche und in der Urundkurve dca eigenen BUschela. iiei

i'i, and in vereinigen sieh diese Kürven in die Seknitdconre mit P». Also

berflhren P,i und P» die eraengle Flidie längs der Kurven, .in denen rie

von Pa geschnitten werden, so daß die beiden BerUhrongskurven In die

Flliobe 2/f-ter Ordnung durch eingeschnitten werden.

II. In Nr. 43 werden drei kollineare (oder, wie ( rnnhiia sagt, pro-

jektive) Flächennetze /i-ter Ordnung vorausgesetzt mit den entsprechenden

Flieben:

derartig, dofi wiederum ein symmetiiadier Komplex entstdit, dnB nimlicb

Darob die Msflliel C^iiW») «ib N^^N^, velebe als eutqureehcnde

Bttsebel kollinearer Netce projektiv irind, entsteht eine Fliehe weleboi

wie Crewona in einer Anmerkung auseinandersetzt, auch durch eine Pro-

jektivität // zwischen den Büscheln (/i,,/3,), O'a^Pji) oder wegen der

obigen Voraussetzung (/'„, f,,), (^w, ^m) aa» ^^i^^i erzeugt werden Itann.

Aber n ist nicht die Projektivität, welche diesen Büscheln dorcb die

KoUineation von Nt,Ni cokommt Denn durch die yoraassetiang, daB

die kollinearen Netie N^^N,, Nj einen symmetrischen Komplex bilden, sind

ans N, nur l',2,I\, entsprechend den P„,I'n von A'j gegeben, P,,, /',« stehen

noch ganz frei, und es kann die Kollineation von A', zu so bestimmt

werden, daß die von ihr herrührende l'rojektivität zwischen jenen Büscheln
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liioht die // ist*). Unter 0,, verrtteht Cremonu die durch die Kolliiieations-

Projektivität dieser Büschel erzeugte Fläche; also iftt, weuii bloü die Vorau»-

setzang des symmetrisohen Komplexe» gemaebt wird, die von Ovmona

behaoptete Identittk Ton 4^» und ^ nidit richtig uai ebeuaowenig diid

ea die auf dieae Identitttt basierten Sehlfliae.

Wir mUasen ans anf diejenigen symmetrischen Komplexe bcsehränkLii.

welche durch reine und gemischte zweite Polaren gebihlet werden. Uni

CremonaB 2^hlen beizubehalten, uebmeu wir diese als /i-ter Orduuug, die

Grandflaohe alw von der Oidnung n+2 an; Im vierten Kapilel ist dann

n+2 durch n an eraetsen. In diesem Kapitel findet eich der Beweie der

Identität voti «/>n mit '/>,. filr diesen Fall; wir nehmen ihn, ein wenig ver-

indert. nun schon in das dritte Ka])itel.

/',, /',, /j »eien die ersteu"^ Polaren der Punkte 1,2,3, die reiue

aweite Polare des Panktes r und Pr, gemischte von r nnd «. Wenn
aonlebat r ein beliebiger Pnnlct anf IS ist, to ensengen die prc)}ektivca

Biaohttl

der Polaren der Punkte von 13 in bezug auf eine Fläche '/>,i 2//-ter

Ordnung. Die erzeugende Kurve (/'... /*„) i-t die Scbnittkurve der Polaren

von /' in bezug auf lt,i\ oder der Polaren vuu 2,3 in bezug auf i ri al^»

die Folarkorven der Gwades 28 naeb P„ denaach </>i, der Ort der Pblar-

Icnrven der Geraden 28 in beang aaf die Polaren der Ponkte von 18.

Wenn x ein Punkt von </>„ i.st, also auf der Polarkarve von 23 nach

l'r gelegen, so geht die letzte oder ' -te Polare von r naeli I', diirrli alle

Punkte von 23, alno durch 23. Sie ist identisch mit der er>tcn Polare

von /- in bezug auf die /<-te oder vorletzte Polare von (nach t"*'), also

der Polarebene von r nach dieser Plftcbe 2. Grades. Wenn aber die Polar-

ebene von r, ^em Pnnlcte von 18, dnrdi 28 geht, so sind diese Geraden

•) Man gibt die den entsprechen ncillon, so. da£> Uu.sihel

(/',,,/',,) und (]',,,!',,) jene liÜBchel in llaclien jctiuciden, welilio in II nulii cnt-

sprachend sind.

**) Im folgeadeu «od immer «rate PoUnd gemaint, wann kein« ürdinalaalil

Unsogsfögt ist.

' iji /ft iir •••
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4.8 und 23 konjugiert in bezog auf diese Fläche. ist also Ort der

Punkte .r, in bczugr auf deren vorletzte Polaren die Geraden 13, 23 kon-

jugiert sind. Genau zu demselben Ergebnis kommen wir bei </',i, dem

Enengnit dar projektiven Blftobel:

^» •••

ft» 'm •'sr ••• I

(wo nun r auf 23 liegt), also dem Orte der Polarkurven der Geraden 13

in benig «nf die enten Poleraa der Punkte von 83.

Dnrah diesen Identitltsbeweis von *« mit 4»n wird der Beweis in

der Anmerkung von Nr. 43 Überflüssig.

Üie»e Fläche 2/(-ter (Vduung ^i-eh'/»;, wird die gemischte sweite

Polarüäche der Geraden 13,23 (in bezug auf F'^^) genannt.

Sie wird von P„ in den Kurven (i^„, (/„, P„) gesclinitten, also

in den eilen drei FKclien gemeiuam«! Pnnlcten berilbrt

Durch die BUschel (P», P») nnd (P», P») entateht die FiSche

die reine Polarfläche von 23, der Ort der Pole, in bezng auf deren vor-

letzte Polaren 23 zu sich selbst konjugiert ist, also von ihnen bcrllhrt

wird. Sie wird (St. 42) vou i\j und F^ längs deren Schnittkurveu mit

Pn tangiert

In derselben Weise entsteht die reine'Polaifliehe von 13^ doieb

die BUschel (P„, P»), (P»,Pn) Und wird von P„ und P» lings derSehnitte

mit Pm berührt.

In den Punkten (i ^ut Pji) taugieren alle drei Flttctien 4»,,,

<A,2 die Pu und einander.

Jede swei ent^rechenden Btlsebel ans den Netnen Nt^ Nt fttbren

zu einer Fllelie 4»t nnd alle diese Flächen haben (Nr. 22) ehie Karve von

der Ordnung 3 h* gemeinsam, welche durch Schnittpunkte entsprechender

Grundkurven der beiden Netze entsteht. LäUt man die beiden lUlsdiel

eich am entsprechende Flächen der Netze drehen, so bekommen die zage-

hörigen ^, noeh die Schnittknrve n'-ter Ordnung gemdnaun nnd Ulden

einen BOaebel: wonms sieb ergibt, de0 nun sintUebe. ^, ans dreien

in der bekannten Entstchungswcise eines Netzes herleiten kann. In

ähnlicher Weise führen die Btiaohel von JV, nnd m einem Netae von

Flächen </>,.
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III. Aus dem «nteren Netse müge der Üiiaohel i'Pny'^ni be>

trachtet werden*).

Wenn r ein Pnnkt vm 12 iit, so gehört die Pli«she welche

dnreh die BttBohel:

* ' Ml

erzeugt wird, zu juiiem Büscliel; (/''„, l'^j) ist die ReBtkarve »'»ter Ordnung.

Sie ist die gemiiehte Polnrilaehe der Geraden 28 nnd rS.

Bhenio haben wir im anderen Netse den Baeohel (^,^), be-

sti llend ans den gemiftcbten Polarfläcben der Geraden 13 nnd r8, die je

durch l'u^'n, ^\rl's3 erzengt werden. Indem wir die zu derselben Geraden rS

gehurigen FolarÜächen einander zuordnen, machen wir die beiden BUachel

nmnander projelctiv; sie eneogen eine Fliehe von der Ordnung An,

Die Sohnittkarre sweier entsprechenden Fliehen 4> nne diesen BOseheln

aerftUt in die Grandkarve (f,,, P„) des Hilschcia aus A'j und eine Kurve

von der Ordnung 3n*, das Eneugnia der drei projelttivea Blisohel (i*^, iu}t

(^ar> AOt O^lry As)'

Und die Flttche 4n-ter (Jrdnang zerfällt in die Fläche i», die

durch den erat genannten Teil entsteht, ud eine PUclie V von der

Ordnung 8n, welche dnrdi die Kvrre 8i^-ter Ordnung eneugt wird. Drei

entsprechende Flächen der Bttschel, welche die zar Geraden rS gehörige

Kurve dieser Ordnung erzengen, sind, wenn s ein Punkt von r3 ist, die

Polaren /)„ / j,; dadurch wird der Ort der Schnittpunkte der Polaren

on 1,2,3 nnd damit aller Punkte Ten 128 in bezug aaf die Pnlare des

beliebigen Punktes < der Ebene 128, oder dar Pole der Ebene 128 in

beng auf die Polaren der Punkte .« dieser Ebene, also der Ort der Punkte J^t

für welche 123 F^olarebene ist in bezug auf die Polare eines Punktes *

dieser Ebene. Die I'ulareljiiic oder Ji-tc Polare von .r in bezug niif (lie

erate i'olare von ji ist die erste Polare oder Polarebene des s in bezug

auf die n-te oder vorletite Polare von x\ und weil sie durch den Pol geht,

so bemhrt sie diese vorletite Polare. Demnadi ist V der Ort der Punkte,

*) Hier kann tnan. weil mi Ii (>ben nar um PoltrOD bRBddt, Grwmnm
trachtung etwas voreint.icheu uiiU aiiscliaulicher macben.

Dlgltized by Google
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deren vorletzte PoUuw die Ebene 188 taaglert: die rdim PolarflKche

dieser Ehen«.

Ntuimehr haben wir sie nur auf die Ebene bezogen und von der

engeren Beiiehung aaf die drd Ponkle 1,8,8 frelfenufet

Wenn « je die Gerade 8r dondiUnft, eraeogen die Sefanittpiiiikle

l^t,^ iu) die Kurve yon der Ordnung 8//' und, wenn dann r die 12

durchläuft, erzeugt diese Kurve die Fläche damit wird sie Ort jener

Schnittpunkte für alle l^iiiikte v von 123 oder Ort der tJohnitlpunkte ent-

sprechender Flächen aus den drei koilitiearen Netzen jN',, i^i, iV,, die ja

dne FUtohe von der Ordnung 8n erseugen (Nr. 23).

Indem wir Pa nndererBeita dnreh die einen nymmetriBolien Komplex

bildenden projektiven Bttiehel

*«, *«

erzeugen, ericennen wir (Nr. 42), daß dies Krzeuj^nis von längs d»^»

Schnittes mit tangiert wird, und zwar der Bestandteil /'j, längs der

Kurve (/-u, i «) und der Ucataodtetl "i" längs einer Kurve Ordnung,

dem Enengnia der drei projelctiven BOaehel (Pti,/Wi ifn,Jtdt (^»«^nX
wie an« der eben erwlhnten Enengung von V dnrob IcoUineare Netae nnd

noa denen von 4>„ nnd *Pj, sich ergibt Und ähnliches gilt fttr

Ferner, die 8/<' gemeinsamen Punkte von </*,,, niUesen zu

Uoppelpankten des Erzeugninses W tUbreu. Zu ihnen gehören die n,

Sehnlt^ninkte vra i», in denmi die drei FUeben ^ eband« Iw-

rttbren, waa 4n' Sebnit^NuilEte abeorlNert. Dran die SehnitÜEnrve sweier

bat in einem solchen Berührungspunkte einen Doppelpunkt und berührt in

ilim mit beiden Asten die dritte. Sie liegen auf und auf '/'', letzteres,

weil sie Schnittpunkte entsprechender Flächen aus den die V erzeugenden

kollinearen Netzen A,, X,, A, sind; auf diese Weise werden sie Doppel-

punkte P von F» 1F. •

Die 81^ — 4»* Min' ttbrigen gemeiniamen Ponkte der 0 aind

Doppelpunkte von *F allein.

Die reine Polarflttcbe einer Ebene, von der Ordnung 3u, hat 4m'

Doppelpankte.
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Nachdem wir aber diese FlOcbe von der BeiieliHiig m den Punkten

1,2,3 befreit haben, erkennen wir:

Sie wird von der reinen Folartiäuhe jeder Geraden der Ebene, zu welcher

aie gehört, längs einer Korve 3n'>ter Ordnung berührt. Und die beiden zu

swei Glenden der Ebene gehörigen Bertthmngelciinren werden dindi die ge-

misehte Polarftiohe der beidoi Geraden eiDgesuhnitten. Alle dleie reinen

und gemischten Polarflächen und zugehörigen Berilhrnngs- oder Schnitl-

kurven gehen durch die l/*' Dojipelpunkte, welche die Fläche besitzt

IV. In Nr. 4ü geht Livmuna Uber zu vier kollinearen GebUscbeu

(«yat^es lindes) von FUtehen «-ter Ordnung:

/s p p p r p

welche einen aymmetriaehen Komplex bilden, bei denen alio:

ifi^Pui /jjS Pui ... /«iS/j«.

liie drei kollinearen Netze

^;=(Pmft.tK). iV,=(p„,p„,p„), iv;-(p«,p„,p«)

aus erzeugen wohl eine Kläclie von der Ordnung '.Vn. Aber

ans der blußen Voraussetzung des syminetriseheii Kniujilexes liiüt sich, wie

im vorangehenden erkannt wurde, nicht »chlieüen, dali sie von der durch

die projektiven Btlaehel (P», Z'm), (P«, Pw) eneoglen FUehe ^ lltng» einer

Kurve von der Ordnnnf Sn* berührt wird.

Ferner, die Flüche V,,, welche dareh die drei kollinearen Netae

/'iL {i\x, Pji, Pw). i /'.i- /'.(• /'u' aos f^'i, f^xi f'i entstehe, kann

wohl, wie in Nr. 45 erörtert wird, aucli durch eine KoUineation zwischen

den Netzen (i'„, P», Pm), (^», Pjj. Pm), (P«, P«i P«) »ua (/„ 6',, 64 erzeugt

werden, aber dai ist nicht die KoUineation, welehe diesen Netien doroh

die Kollinentkm der Gebttsebe rakommt; also ist V„ nicht mit der ans

dieser KoUineation hervorgehenden Flltohe V,, identisch. U.S.W.

^
uiyiii^LLi üy Google
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Ilntulelt es «ich aber wiederum um zweite Polaren in beziig auf 7''"^"', so

ist %x die reine PolarHäche der Ebene 234, und sie wird von der Fläche

der reinen PolarflSche der Geraden 34, längs der Kurve von der Ordnung 3m'

berflkrt, die dircb die projeictiven Bttiehel (P», (P», Pm). (P«i P««) er-

sengt wird and wif der gemischten zweiten Polarfläche von 24, 34 liegt

Analog entsteht die reine Polarfläche Vj-j der P-benc 1B4 und wird

von derselben </> längs der dorcli (^u, C^ai^jOt (^«i'^««) erzengteo

Kurve berührt.

Wir nennen nun des Ersengnis der irollineoren Nelne:

P' il ' JJ * > •••I

der Polaren der Punkte von 134 in bezug auf l'ty 1'^, i\.

Ist « ein Punkt von 184, eo sind in diesen IcolUnenren Helsen seine

Polaren nsoh P„ Ps, P« entsprechend, die wir aucli die Polsren von 8« 8^ 4
nach P. nennen können. Ein beliebiger Punkt ;r von V„ ist Schnitt dreier

solcher Polaren. 234 also die Polarebenc oder x-te Polare des .r in

besag auf 1', oder die erste Polare oder Polarebene von s in bezug auf

die n-te oder vorletste Polare Ton « Da also der Pol < in 134 liegt,

80 werden 184 und 884 in besag anf diese FlSdie 8. Gkades koigagiert;

ind Vit ist Ort solcher Punkte x, in bezug auf deren vorletzte Polaren die

genannten Ebenen konjugiert sind. Genau zu demselben Ergebnis gelangt

man bei V^, , dem Erzeugnisse der kollincaren Netze (P,,, ••• ans

<J^, Cr«. Damit ist die Identität von und erkannt, und die Er-

ttctarong von Nr. 45 sowie aioh die in Nr. 44 wird ttberflSssig. Diese

Flaohe belBt die gemisehte Polarflielie Itor Ebenen 184 nnd 884.

Die beiden Erzeugungen dieser Fläche, als V,, md zeigen, daß

die Kurven 3n'-ter Ordnung, längs deren V',, und '/^Vj von '/» berührt

werden, anf W„ liegen; sie bilden den vollen Schnitt von <P und

Dia BerObrangdcnnre Toa ^ vdt V^, entstalit darek die projektiven BIsdiel

B,s(Pn,PM), iB,s(P„,PM), £,»(P«„P«) and di^enige mit Vn doreh die

BOschel ^i=(/^i), PiOt ^t^*- beiden Kurven Italien gemeinsam die

4«' Punkte, in denen entsprechende FlUehen von allen vier projektiven

Büscheln /if,. f^'i, K zusanimeti kommen (Nr. 19). In diesen 4h' Punkten

l>erUhren daher die drei Flächen V^^, V^,2 die 0 und einander.

ioaiMl Iir MStlNBMlik. Bd. 184. Htft 4. 89
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V. Betrachten wir die erete der beiden Berliliniiigsktirveii iioeli etwas

genauer. Wenn t ein l'uukt von 34 ist, so sind i'u^iU, eiit>iprefheude

Flttchen aas den eraengendeo BOachelu i^,, ist x ein gemeinsamer

Punkt dieser FlKeheiii alio ein Ponict der Kurve, «o folgt wieder, dafi t

der Pol der Ebene 234 in bezag auf die vorletzte Polare von x ist. Die

Kurve ist der Ort der Punkte, in bezug auf deren vorletzte Polaren die

Ebene 234 ihren Pol auf 34 liut. KUr einen gemeinsamen Punkt von

aud V<,t gilt nun, daü in bezug auf seine vorletzte Polare die Ebene 234

einen Pol in 234 nnd einen in 184 iMt Sind dieie Pole identlMli, lo

handelt ee aieh nm einen Ponkt von 84, nnd der genunniame Pnnkt liegt

auf unserer Kurve. Sind sie nieht identisch, so gehört er dem Restschnitt

von der Ordnung 6»*' an, und die vorletzte Polare ist ein Kegel, der seine

8|>it/.e in 234 hat, so daü diese oc' eine Gerade erfüllende Pole hat. In

jede Ebene durch 34 OÜlt also einer, und beide Kurven liegen auf den

gemiaebten Polnrfliohen, die »i der feeten Eliene 234 und einer verlnder-

liehen Ebene durch 34 geliören. Diese Polarflacbeu bilden einen BUsohel,

der zu dem Büschel der veränderlichen Ebenen projektiv ist Ist r84

eine dieser Ebenen und /• ilir Punkt auf 12, so wird die gemischte Polar-

fliiche von 234 und /•34 durch die Netze (i'j,, / «), ^m), (iVi ^ «, ^ «)

enengt Zu diesem Bllsohel gehören ^xiy ^u»

Ehenso haben wir den BOsehel (VVi, IF») der gunisehlea Polar»

flächen, die zu 134 und je einer r34 geihOren. Braeigende Net/.e sind

{^'^.^ l'n- /'.) ti'i"' beiden letzten von vorhin. Die zu derselben Ebene

/•34 gehörigen '/'„i ^'^»r haben die Kurve von der Ordnung 3«' gemein,

llings deren die reine Polarflftche von r34 von der Fläche 0 berührt

wird. Sie entsteht dureh die pnjjektiven Bllsdhel (P^t (^»t i*»)« (^«i ^«)>

Wir wollen diese Kurve noch anf eine andere Weise entstehen lassen.

Ks liege t wieder auf 34, so sind /'., l\, entsprechende Flächen aus

jenen Büscheln. I'.in Schnittpunkt von ihnen, also ein Punkt der Kurve,

ist Schnittpunkt der Polaren von ',3,4 iu bezug auf mithin Gruiidpuukt

den Netnee der Polaren aller Pnnkte von r34 nach Z^,; folglich gehen die

Polarknrven aller Gemden dieser ElMne nach P, dureh ihn. Von den

Poladcnrven der nSmUchen Geraden in bezug auf P,, welche auch die Gntnd-

korven eine» Netzes sind, geht eine durch ihn; weil nun die Polarkurven

der zogehürigcn Geraden in r34 in be/ug auf l\ und l^, beide dureh ihn

gehen, lo tat es, da i« zum Bilscbel l'^ i', gehört, auch die in bezog auf
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l\. l>er Pankt ist demnfidi Schnittpunkt cntsprecheiKler Grundknrven

der Netze der Polaren der l^inkte von r34 in bezug auf 1\ und 1^^, aUp

ist die Karve das Erzeugnis der lieidcii koUinearen Netze:

P P P

^r ^4J ^4« 1

irelobes Krzeugnis ja von der Ordnung; 3'/ ist (Xr, 23 ).

AuUcr dieser Kurve iiaben 'Fj^ nocli eine Kurve von der ürd-

iiuiig 6'<* gemein. Ist x ein Punkt derselben, so gehen durch ihn, weil

er auf 7«, lisft, drei entqmchende FlBdwn Mi !.Ar,a(P^, P^, P^),

Ni==(P^, P„, P^, iV;-(P«r,i'a,PM) «id, weU er «nf liegt, drei, ent-

sprechende Flächen aus A',=(P,,, P„, Z*,,), iV„ A"«. Handelte es sich nm
verschiedene entsprechende Flüchen aus .V,, .V,. so würden, da dies die

obigen zu rM gehörigen Polarennetze in bezug auf i j, ^4 sind, in j: sieh

nrei «itspredhende Ormdknmn m« dieMn Netaea Mürndden, wn mir flir

die Ponkte des anderen SehnittbeMaadteile gilt Folglieh sind es beidemal

die nlüBlichen entsprechenden Fläelicn ans zV,, A«, und der Pankt x ist ge-

meinsam vier entsprechenden Flächen aus .V,, .V, ,.\'3, .\\.

Bewegt sicli r3+, so werden die Hüsdiel 3«-ter Ordnung der

und V'i, projektiv and erzeugen eine Fläche von der Ordnung ü'«;

von den beiden Sduritttwataadteilen entqpreeliender FUelien, 3n'-ter ind

6n'-ter Onhiong, ersengt der er»tere die Fliehe die reiDe Polarfliehe

von 34, welche 2n-ter Ordnung ist, der andere also eine FlHche 47i-ter

Ordnung, IMe vier Netze erzeugen dann die 4 GebÜKche ^'t, ('s^^ü,

und J ist der Ort der Punkte, in denen vier entsprechende FlUcben aus

dkam sieli sofaieitoi; weteber Ort naeh Kr. 86 vui der Ordnnng 4n
sein mnA.

VI. Weil nnn wiederum die beiden BUschel CP,,, V',,) und (7^1
Vjj) einen symmetrischen Komplex bilden, so mllsson die Sclmiftpunkte

dieser drei Flächen V^,,, W^.^, für die erzeugte Fläche /./ Doppel-

punkte liefern. Sie haben, wie in IV gefunden, 4»' Berührungspunkte, welche

wie oben Ar 4>4n' Sobnittpuikte sKhlen. Diese liegen anf ^, denn die drei

FUtchen V berflhren in ibn«n «inander und 4>, aber anch auf J, als

gemeinsame Punkte entsprechender Flächen ans den BUscheln B,,Jij,fii,

welche in den .^erzeugenden kollinearen GebllBchen ''Z,
,
O'^, f/j. ^'j ent-

sprechend sind. Auf diese Weise werden sie Doppelpunkte von Es
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bleiben (3 ny - 16ii^= lln* Sebnhtinuikle, tob denen »' anf « nnd lOn* auf

J doppelt sind.

Diese Fläche J von der Ordnung 4'* liiit iilso 10»' Doppelpunkte,

welche auf allen reinen und gemiscbteu I'olartlacheu vou Ebeueu liegen.

Ans der Erzeagaug dnreh jene BOndiel, die einen lymmetritoben

Komplex büden, folgt feraer, dnfl J von jedw rainm Polwfliebe einer

Ebene längs einer Kurve von der OrdnnBg 6"^ berührt wird nnd die von

zwei Ebenen herrührenden BerUhrnngikuven aal der gemiachten Polarflädie

der beiden Ebenen liegen.

Nun folgt das vierte Kapitel von Cremma, in dem einige Tartien,

weil Mbon im neuen dritten «adulten, an atcweben dnd.

uiyiii^Lü üy V^OOQie
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Über Labilität

eines materieUea PimkteB im widerstrebenden Mittel.

Von Hon JArte RMg in AMfapnf^

L Im AiwcMdB m nmne frobere MitteUnng^ gehe ieh Mf die

Untersnchnng des Gleichgewichts eines matericlleD PoDktes Uber, wenn das

Mittel auf dt-ii in ihm bewegten Punkt üiißer dem tangentiellen Widentand

aacb einen solclien in liicbtnng der üauptuormale ausUbt**)

Beseichnet man die kartesischeu Koordinaten des Ponktea (von der

Ibflse— 1) mit die Geaohwindigkeit mit «, das Potaotial der fteien

Kraft niit 17, die tangenticUe Widerstandskraft mit f(v)j «o aind die Be-

wegnngagleldituigen des materieUen Pudctea

Z «»-3 /(V) Afjr-i

WO l einahraileD eine belieUs veiiiMleclielie endlielie GrSfle bedeole.

leh fittire die Beadehnmigai ein

(2.) v,= yz',

o dU
,

^dU , dü

*) Obw StebiliÜt and ridnIiUlt ete., dinn Jonm. Bd. 1S3, 8. 2B4ff.

**) Ich fasse hier das in ungarischer Sprache in ^ Mnlljematikai Phyflikni Lipoll*'

Bd. XVI, 8. 261—272 and S. 365—372 Publizierte im Auszüge ziuammeo.
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Selireibt man die Oleioliuigeii (1.) in d«r Form

SO folgt mittels KompoBiti<m «BeMr 6leiohiiiig«o

(3.) a+^^=/HA;^^^-/oof

Mva Ml enteDS

b) ß^i, y=«';

zweiteim i^ei, wenn mit a die vom materiellen Pankt gegen den Krilmmangs-

mittelpaukt der Bahn gerichtete Gerade bezeichnet wird,

b) a» OOS («, = CO« (n, y), y= cos («, £)\

drittein sei

c) /f-y. y-*;

Bcbliefilich sei

«=äj' /^'öy' y=ör-

Wir liaben im ersten Fall

B) ^«=-57»

im zweiten Fall

wo {) den KriimmungHradiiis und /', die Komponente der freien Kraft in

Ilichtuug de» KrlimmungäradiuH bezeichnen; im dritten Füll haben wir (bei

der Beaeidinung /•'-^.r'+ y'+r')

im vierten Fall habea wir sobliefilich . . .

wo P die freie Kraft ia c bedeatet; und wir baben -
.

uiyiii^LLi üy Google
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wo V durch die Gleichung definiert ist

Aus der Gluichuiig (3.) entapringeu daher den FiUlen a), c), d)

gemäß die Gleicbangen

/UN li C ll U ^, y

(4".) (1+*)^=/».,

(4»'.) (H-i)i/"=i»+AJ^'-;r(„)£+(l+A) F.

II. Mau iiielit aus daU tiiit' die Verändermig der lebendigen

Kiuit auiicr der Poteutialkraft bluü die Widerstandskraft /'(t^) von luuflafi

ist; auch dies zeigt, daß f(y) die Taogentialkoaipoiieste 4ei totalen Wider-

staades tat

Die Gleichung (4".) zeigt, dafi die zentripetale Komponente der Be-

ftchlennignng nur dann gleich i^t der Komponente der freien Kraft in

liichtttug von rt, wenn Ä=0 ist, wülireud sonst

t-J*'

«tattfindet. Denuwcb bedeutet 1— die WIdentandakomponent» in Richtiing

nd im Sinn von n, und dieie Komponeole nimmt bd endliolMin P. nor

dann unendlich ab, wenn l unendlich abnimmt. Ich nenne den Fairtor l

den Wirkungskoeffizienten der normalen Widerstaiidskomponeiite.

Die Gleichung (4"'.) transformiere ich mittels (4'.), indem ich

eliminiere, und habe an ihrer Ötelle

9i ''-m("'+''7)-A')i+7<-'-'-)- •
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Ich führe nan besOglich U die Voranssetzung ein, daß es im Pankle

ö, wo /• = 0, ein Minimnm besitze, niui diil3 diese Kigeiiscliaft ans seiner

7Vn//o;-8chcn Entwicklung erkennbar sei; bezüglich des Wirkungskoeffizienten

l will ich ferner die Voraussetzung einführen, daß sein absoluter Wert bei

abnehmeiider Qeiehwiiidigkttit anterlutlb eintr dnrali ü mgebiMna GrrOlte

<1 sinkt Es ItBt sich dann bewdsen, daS das erste Olied rar Reohteo

OD (&], nämlieh

inuerliulb uincii um G heram abgrenzbaren Gebietes T eine nicht negative

CMAe ist

loh nnteiseli^e, mn dks cn beweisen, drei FlUe;

1. Es sei

Dam ist

B U
daher ist das GM»iet T nar so absagrenzeii, dafi q - in ihm niiigends negativ

isti waa hei der voraasgeaetsten Hintmnmeigensohafk yon ü inamer mSglieh

ist, nnd daß in ihm p|<l bleibt. Ist die Anfangsgeschwindigkeit genügend

klein, )<o folp^t die Krflillbarkeit der letzteren liedingnng aas der hesüglich

Ä gemachten Voraussetzung.

2. Bezeichnen r, 9f eo die Polarkoordinaten des materiellen Ponktes»

so sei

leh setie, mit t nnd ij positive OrOßen hezeiohnend,

1-* + »?

wo

d. i.

(6.) i4.sCi,+ i)|^r'»+A|-^r'i>'+,^r'*'' + ,^^r'sin»i^a,''.

uiyiii^Lü üy V^OOQie
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Dft At in r\ &\ m' eine qoadntiache Form is^ to «teilt deinnMh tat,

alio A eine nicht negative Größe ist, sobald das Gebiet T anf die WdM
«bgefrenct vird, dafl in ihm keine der drei Gröflen

negativ werden kann. Nur daa Nictlitnegativwerden der (Iritteii Größe ist

zu nntereuchen, da es fraglich ist, ob darcii die Forderung bezüglich de»

Wirkongslcoeffizienten i nicht UnerftUIwres vorgeschrieben wUrde, wenn X

etwa eine Funktion bloB der Geaebwindigkdt v sein sollte.

Da Im der vorliegenden Frage das niediigvte Glied der Tayorsehen

Reihe des Potentials, das mit üt^ besdehnet werde, entseheideod ist, «0 ist

demnach nur die Forderung

(7.) *^ft+«)''(^)"-*'(^)"50

sa nntereiohen. Da

wo /t(0) eine ganse Funlrtioii von ein $^ nod oo« 9 nt, so hat man

'

Da Uj, nur fUr r = 0 verschwindet und nirgends negativ ist, so ist

/iC<^) gewifi positiv. Da außerdem /i'(^) eben&lls eine ganze Funktion tob

rin^ und ooi9 iat und ala solche nicht anendlicb groß werden kann,

0 bat die dnreb (8.) deftnierte OrOte (^^^ :r|^)* eine oben Gnose,

dkl nfk "jg beadAbnet wenden möge.

Nun treffe loh beallglieb X die Feateetsang

(7'.) 2ij(i?+ i)il/-^' = 0.

Dann ist der Fordemng (7.) gewifl Qenttge geleietet Demnaob
haben wir

Jaonul fir HitkMtllk U. iU. Htft 4. 40
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aläo haben wir, im Falle /. positiv ist, besOgUoh iL die Ford«niog zn er-

fUlleOf dafi ea kleiuer ittt als

und in Fall A negaüv kt, dal der abaolnt» Wert von l klein«r iit ala

Ich habe demiiaeh da» Gebiet T so eng zu begrenzen, daß in ihm

die GesühwiDdigkeiUzunahnu' Iv selbst im Falle eines nicht widerbtehenden

Hittela so klein auafilUt, daß die aur Qesohvindigkeit Jv gehörige Größe

von X kidner iit «Is der aoeben feetgeaetEte eriaalite Wert des Wirkuuga-

koefifiiuenten. lat das der Fall, ao darf ich dem materiellen Punkt nur eine

so kleine Anfangsgeschwindigkeit erteilen, daß auch der zu '•„ + -^'' ge-

hörige Wert von X den festgeaetaten erlaubten Wert dea Wirkangakoeffisienten

nicht überachreitet

leb gehe snm dritten, dem allgememeten Fall Uber

wo an Stelle von (6".) die IdentitiU tritt

(ö'"0

Die QiOAe B vA gewifi nicht negativ, wenn die Determinante

l

dür
f - r

ÖL
d»

4âu

2v^f» ainV

wie Noh die Bnuptminoren der Determinanle pwitiv sind, aho

den beiden GrOBen

alter

üy Google
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-er '

ueh noch

-
•.

.-i

nielit «gitiT Ist, wo Jlf im allgemeinen nlolit dttselbe beaeiehoet, wie In

(7'.), Mndenr den im Wertromt 4er QrBfien

befindliclien kleinsten Wert, resp. die nntere Grenze dieser Werte; da0 eine

eolobe existiert, davon llberzengt man sich wie früher.

Da die Korderungen demnach diesellieii »ind wie im Fall (2.), so

Ist dns Gebiet T aach jetzt ebenso abzugrenzen wie im genannten FalL

in. Beitdchne Ich dle'Svmme der ersten und der leläteft Qllederm
tteehten der Gldebnnf (&.) mit K nnd sebreib^ diese in der Form

(90 r'=K-r(v)^,

so ist demnach die Grüße A' gewiß nicht negativ und verscliwindet hüchstens

im Pnnicte rsO. Daher flieflen ans dieser QleielMmg (9.) dieselben Konse-

qneDien, ^ an der Gleiebui; (8.) mdner eben stievlea Note. leb Innn

dnber die folgende Verallgemeinerung des Sattts des Herrn Fejer aasspreoben:

/Idt (lax l'dtentifil U iin Punk ff G ein nun dnv (rliod (Irr Taylor'

sehen Eritioickelunff erkeunkires isoliertes Minimum, wo u beliebig ist, so

hefmitt nek ihr matmtU» Punkt m G in Mßem GkbAgamdät unm mar

der Wrkm^ktttfßmnt der nörmedek' Hmiptlumpoimle du Wider^mde»

bei genügend ahnehmendtT Gtschwindigknt klnufv wird als .i'nie (im (dlye-

meium durch die Konstante/) des Pi>tenli(ds) hejttimmte (iröße. unhrend der

hei v — d verschwindenden tangentiellen Komponente /"(»;) die Eigenschaft zti-

kommt, daß ^—'^ hei abnehmendem und genügend kleinem r entxceder kiemer

bleibt als eine gewisse endliche (höße, oder monoton zuninnnt.

IV. Die Betrachtung der Gleichung (4'^.) fUhrt zu teilweiae anderen

genügenden Bedingungen des labilen Gleichgewichts.

40*
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liui find«! nittels (4'.) die aieiohaag

dmhttr kann mn die Qleichmig (4^^) m» selmibea:

(10.) v:=p^co^\p,vH?^^^^ y-fi^)j'

Siud die //e«««Bcbe Determinaute vou U und ihre üauptmiooren

in der Umgelmiig von raO iMmUlek poeitiTe Formen, io ist Fdoe poii-

tive qnadnüiiehe Form von «',^1«'. Iit in diflier UmgelNUig Meli 1+1
positiv (wenigsteiiB fUr gentigend Ideine Wierle too «), lo nimmt die

Qleicbaog (10.) die Fimn u

(10'.) V^K-av)^^^,

wo A' in einem Gebiete T um den Punkt r=:0 henim niobt negativ ist,

iobald nur die Anfinigigeiebwindiglceit genügend kldn gewiUt wird, ind

K kann mir ftr r«0 venefanrinden.

Ein Blick auf die Gleichungen (9.) nnd (10'.) zeigt daher, da£ diese

sich im wesentlichen nor darin nnterscheideu, daß U' and U" an Stelle

vun r' und r" stehen. Man kann daher bei denselben Voraussetzungen Uber

f(v) ans (10'.) bezüglich des Anwachsens von U dieselben SchlUaae ziehen,

die wir «u (9.) (resp. (3.)) beBOgUoh r gesogen haben*), ud den Sata

«mq^reoben:

*) Iba kaoa oimlioh (lO'O aaf die Pom briagso:

alao mfolge

die Oleiebiing

uiyiii^LLi üy Google
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Wirken auf einen freien materiellen Punkt

1. eine freie Kraft, deren Potential U nur von der Lage des Funktes

abhängt,

2. «NW der GemAmndi^siBit o entgegengeaettle Wiietekmdtkraft /(ti),

S. <MM «I den Kriunmungeradttu der Bahn fxUende Wtdertkmdekmft

l— (wo 9 dea KtUmmniginulbu becciolmel), eo ia der firei bewe^idu

materieBe Rmkt in G in labäem Gletd^/ewi^ wenn 1) vi der von 0 cnw-

gehenden Taf^aredtm Bntwiekhay von U dae erele tdiM idenlieeh ver-

eehwindende Glvd vcn gerader Ordnung iel und die Hessesche Determinante

samt den llauptininoren positive Formen sind, wenn 2) ßr genügend Idein»

V da» Verhätnii» kleiner ah eine ang^titare Qröße ist, oder wenn fSr

genügend kleine abnehmende v dieses Verhältnis monolM lodeAtf, lodKrouf

/'(0)=0 ist, und n enn 3) die (irößc 1 + A.>0 ist.

Die hier fttr U aafge&teUte genügende Bedingung ist erfUllt, wenn

ü \n Q Minimiim wird ond diese Eigenscluift im gnadratiechea Glied

(7, der royJiimsehen EntwieMnng von ü sieh eflieiibait; ist {/«sO, so in

die Bedingung im allgemeinen selbstverstttndlich nicht erfUllt. Die fUr dea

in die Nornmle fallenden Widerstand hier aufgestellte genQgende Bedingung

ist hingegen viel weniger beschränkend aU die in Nr. III gefundene; die

geometriftühe Bedeutung dieser l^ingung (1+^I>0) ist die, dafi die Kom-

ponente der freien Kiaft in Biohtnng des Krammnngsradins denselben

Sinn hat wie der von dem maSerieUea Pualct gegea den Krammnngsmiltel-

pnnkt gerioblele Vektor.



Sur quelques tfansformationB. .
•

des 4quattons diffiSrentielles du firemier ardrSk

1. EnTimsmms lei ^laliOM diffifiraitieUM du pramier' €«w« de la

f4»niie: ...

.

(•)
, ,

.2=««^*)^?^^^ ... \
'

oti les /'C<'iy) Qix^y) d^gfient dM fonätioliib oniformes Vt^iport

4 9 et polynüines par mpport ;i v.

I>e tliiMtrenie fondaiiuMitiil de ' ',i'ic/i)/ sur Texistence li'une intc'-grale

unitjue n-pondaut ii des coiiditions initiales reguUeres nous coiiduit a .quel-

ques traiiUbrimUii}!» roriu^ des eqnadona ^fKrehtidles 'dn .|>ir^Hier

ordre, qne nous ezpoMrons daiu' ce teV^L

di jMloitt inr rdqnation diffiärantielle U ra^^ y=^, iioog

tronToiM ane transformte de le fonoe:

et uouB »avons qoe leH conditiona initiales singali^res correspondent anx

Telenn de x qni mtUfont anx resultat« de l'elimination de y entre lea

4qaationB:

d'uiie part et ies eqaationa:

d*aatre part

uiyiii^Lü üy V^OOQie
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L'ensemble (E) de ces points du plan j: est, en gön^ralf dteombrable;

il est fini daiis le cas, oii le» /'(',,'/) et QU,'/) aoDt pofynOmM aofld eo i.

Nous iious placeroii» daiis ce cas |tuur fixer les idee».

2. Le tbc'oreme fuudaoicnul de Clumchtf iious coiiduit immediateaient

u th^oitaie sniTut'

rA^oriate /. natu eontülerwu deux iniigrakf fue/confue»

y, <fe TtquatioH diffcnutielle, la difference yi— J/i «* Hturmt sonmiltr

qii'oiix piiiitts fh- f i itsemble (ß), c'ett'ä'düre eetie fonoUon Jfi—yi via qu'un

nombn fnn de ztTos.'^'')

Lue iiitögrale queluoiu^uc de l'c^ijuatiou diff^reutielle duunöe peut

«dmettre nn nombre infini de adro«; il eü Mi^mmmlt int^remot dWir
nne tnnafoniatioii qni fiuie dltpanttre let s^nw qui ge tronvent dam le

doDudne de Tinfini de toates leg integrales sn>u'f/iin/n,riif. Une teile trans-

formation, conduisant ä une t''|iiation differentitUe traiiBformde, duiit toutee

lea iot^rale« u'admetteut qu'uu iiumbre Hui de zöros, eut la saivaote:

(S.) y-y,-a»
ß ' ...

^1 d^signaot nne int^rale particoliife de l'^quatioD difKreotielle donnde.

Nona avooa donc le theor^me saivant:

Thi'-orl'iiie II. ,.L(t tnni.ifuniuitiiiii (3.) faif dispnrailre dinis r{n(t(jrale

ytiterale toini les zervs viubiles: les ziro^i den mUyraIcs de Icqualion tnint'

fomtie sont loiw fixes et en nombre fvu.*'^

Im trantförmatioii: .

foonüt le möme r^aoltat pour le» üifinis de l'iutegrale g^a^rale, qni

deviflüMot toia fixe« de «ort» qae tonte» !<• intdgnlea de rdqnation tnaa-

fimnde aoHt Uniea dam le domaine de riniliii.

Nona poovons constater cela dans rexemple de T^natioD de RürnH^

dont riot^grale g^toüe est de la fonne:

J C\r(*)+ ^(;r)'

*) Dao« un ordre ifidOeä aoalogue, M. I'rtrovüch a trouve d'autres resultau sur

les tranacendentes uniformem satislaiiant a ooe i'quatioD du premier orde. (Voir:

H. Petrovück, theM de doctorat, Paris, OatU/tier'ViUan^ et M. Picard, TraUf d'anaiyse

t in p. 806).
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(' ••tant la constante arbitrain «t In AQt)fB(x)t J^x) d^SiglUMlt

dea fonqtion» deteritiitii-es de x.

äi ^1 designe uac integrale partielle correapondant k la valemr C«C|

now raroni:

et lUMis voyona 4|ae lea w6n» de la fonetion a=y—yt doiTent «m bien

anraler la fonetion AJ — Rr^ qai ne dopend paa de la constante arbitnüre,

ou bicn rcndrc infinie nne, au moiiM, des fonetioiii /' et ^. U en eat de

meme de« inänia.

3. Lea VcvaXmwuSaam ex]ioadaa dam \t& paragraphes prMleala ae

oompliteiit par nne antra ploa gdndrale, qai exige la emraaiaaaiiee de troia

integrales partienUireB y,, yt et //, et rend fixe« lea idnw et lea iofinia

(atDOltan^mcnf) de I'int^grale g^n^rale.

Pour (-ette transformatioii nou8 utilisons In iifiti(iii du rapport aii-

harmonique de quatre quantitea, qui aemble avoir uiie sigaification partica-

liir» pour la tbdorle dea dqnationa diflfrentlcllea da prämier ordra*>

Conaldiroiia nn rapport aobarnoiriqae de quatre inl^gralea y^yt^yt

et y et poaooa:

/g^N .'/ -.v, . .'/, (y—»,)(f^, —y,l _|
^ ^ !/-•/, ' !J:~iu

'
(y-.'/i)(.v,— y.)

"

ViiHtyHi d^aignant trois intt^grales counnes et y une integrale qaelconque.

Ponr qne la variable / s'annnle, il faut on bien qae lea diffSrences y—yt^

fi—y» a'amraleiit <mi Uen qv*atie dea intifralea jf„ y,t jb preime nne

Tolear infinie, on bien qne plaaieaia intdgralea yfJhVtlh denennent infiniea

aimaltan^ment. La premiöre circonatance iie se pri^aente qn'aux f)oint8 de

renaemble {E) d'apr«-« 1« tlit'on-me I. Dans lu seconde circouBtance, la

variable l ne devient pas du tont noUc qu'aux pointa de l'enaemble (i^t

eomme aona voyona en öcrirant la formnle (ö.) comine il anit:

*) Voir .iiissi: f<ur It'.i fmctionK nt/ant im momin fkd d$ fliwicil«, JovnMl dd

mathematjques pures et appli(|uees, 190G, Fase. I.
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lonqne yi tend verB rinfint, la variable t tend ä la mfime limiU: que le

qaotient: qoi est finie et dilf^rente de £6ro, sHl s'afit' de poiimi

n'appartenant pas ä TenRemble

Enfiii, la troisiimt' circoimtaiice nc se präsente auwi qne poar les

puints de l'enäenible (A) (l'itiirt » la definitiou müme de cct enscmble.

Noua faisons uue discui^ioo analogtie ponr les infinis de la variable

qai colnaidmt on Uen «vee lea infinis ooiinmn de deoz, m moins, des

isit^Efsles yt,]b,3i^ on bien avec less^ros des diffdrencea y—y% et yt—Vf

Tont cela n'est possible qu'anx poiiita de renseinble (/')•

En effecluaiit, doiic, sur IVquatioii diffirentielle doiiiiöe la trans-

formatiou (ö.)» qui e«t visiblemeiit boiuograpbiqae, nous la tranaformons ä

nne nntre, dont Tintegrale gdndrale n'a pns des inflids mobiles ni des

B&os (e'eat-k-dire, ddpendant de In eonstnnte ncbitnin). Noos avons, par

oonsdqaent, le tlidor^me suivant:

Thi'onme III. Ln tnviifornwtioit (5.) feil 'fispanrUri' ton.s Ifs zerot

mobilem et toiiK hu infinis mobiks de l'inltyralc yciitiale. De jdus, lea z^rot

et infinis (Jixes) qui restent aont m nombre fün.

Ges thdortmes s^itandent, nveo de iegires modifienlions, k desdqmtions

difKreatielles lindnins par rapport k la d^vde y d'nne idasse plns dtendne

^ne Celle qae noQs avons exaniinde daim ce travail.

Nous laissons au lecteur le aoiu de cette exteusioQ.

ö. Si nous poBons:

y,—yt L

In traarfmnatUm (5.) prend la forme:

!Lzäi^et 0« y-V^'-y—% ' 1—«

L'eqoation differentielle tranafortnde »era evidemment aatisfaite ponr

Is0 et t^mao et ees den integrales, qai oiMrMqMndflBt aax imdgnles

y—ift et y—jh de Pdqnntion deonde, delu^ipeat nntnrellement k not» tiidocine.

6. Si les z^ros et le» infinis (qni »ont fixes) de TinU-grale gdn^rale

de la tran8forni(Se Bont algcbriques avec des degn'-s de mnltiplicit»' fixes

(c'eat-ä-dire ne dependant pas de la cüiiBUirite arbitraire), il a encore une

transformation iiiU'reBsaute, que doub ailons citer.

IM. 184. Btll 4. 41
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Formons en effet une fonctioti algcbrique a(:) admettant les m£met

m6to9 et infinis avec rinU-gralf griiörale de la traiiaformöe avec les mCmes

degrt'S de multipliiMU' (ce qui se fait imnit-diatenient, lorsqu'oii connait lea

z^ros et les üifinis avec Icara degrüs de multiplicite) et posons:

11 est clair que la fonction if de .i' et de la uoustante arbitraire C n'admettra

det itow et des iafinb quo poor «n enieable d£noiiib»ble de wlein de

Ift eonetente C.

Dono, la noQvelle öquation difft-rentielle transfomide en <p aom Ift

propri«'!«' snivante: Les integrales de rette e<jnation smd totaleinenl dejmirvues

de serös et ;/(/'« /a.?, .ninf, jk-nt-etre, nn ntsriiilile (Jriunuhrdhjf d' cittr eltef.

Gette dernicre transformation exige la uoimaisBance dea zeros et de«

infiob avee leim degrea de mnltipIicU^, tuMÜs qne let tramfonnstions prec^

dentei n'exigeiit qne Ift eonnuneiiee de trob intägnlei partfeilüre«. An
peiet de vne theoriqne, now arona le ri'sultat remaiquible aniTant poor les

eaa considi-rös dana le paragraphe actnel, h savoir:

„Une transformation liomixjrapkiiiue fait di^}Hiruitre tons (es zeros et

lea infinia det mUgralea, sauf, peitt-äre, an ensemUe denombraUe d'entr'elles."

uiyiii^Lü üy V^OOQie
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' Bekanatmaohnng.

Auf Grund des von dem verstorbenen Horm Dr. Paul Wolfskehl in Darmstadt

uos zugewendeteD Vermachtnisseti wird hiermit ein Treis von lüüGOO M., in Worten:

„^nhaadertbmaend Mark**, für deoj«oig«i ao^BaBelzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis

dM großen Fermatschm Satzes zu führeo. Herr Dr. Wolfdvhl bemerkt in uinem

TeatMaeate, daß Fennat (»ioho z. B. Oouvraa de Femat, Paris lääl, t. I pg. 291 obser^'. II)

mutatis nratandis die Behauptung anfgeatellt hat, daß die Gleichung = durch

ganze Zahlen unlösbar ist für alle diejenigen Exponenten ü, welche ungerade Prim/alilen

sind. Dieser »ma/acho Satz ist entweder im Sinne Fermate allgemein oder in Er-

^biniiig der Dnterauohongen von Kummer (GrellM Journal 40, S. 130fr., Abh. der

Akad. d. Wim. wa Berlin 1857) für alle die Exponenten ?. zu beweisen, in denen er

überhaupt Geltang hat. Ueber weitere Literatur vergleiche mau: llilbcrt, Theorie der

algebraischen Zahlkvrper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung IV

(1894— (!')) ^ 172—173 und Enzykloplidie der mathematischen Wiasenachaften, Bd. 1,

Teil 1 Ariihmeiik und Algebra (1900—1904) IC4b, S. 713.

Die Auüttetzang dea Preises erfolgt unter folgenden näheren Bedlngangen:

Die Kiiniglichc *!csolI>chatt der Wissenschaften in Oöttingf^n nnfscheidyt. frei

dariiber, wem der Preis zuzuerkennen ist. Sie lohnt die Annahme jeder Mauuskript-

sendung ab, die auf die Bewerbung um den Preis für den /'Vrmorachen Satz Bezug hat;

sie lierücksichtigl für die Prei<zuteilung lediglich solche mathomatisehe Abhandlungen,

die in periudischen Zeitt<cUrilteu, ab Monographien oder in Buchform im Buchhandel

käuflich erschienen sind. Die Gesellschaft stellt dem Verfasser aolohar Abhandfauigeil

aoheim, etwa 5 f;eilriirkt« Fxemplure davon an sie einzusenden.

AuUcr Betracht bleiben für die Verleihung des Preises solche Arbeiten, die in

^«r Spnfllw gedruckt sind, welche den zur Beurteilung i1 r \rl :i I cinrenen Fach-

gelehrten unverständlich ist. An die Stelle solcher Aiboitea können vom Vorfaaaar als

richtig iinerkimuto l ebersetzungen treten.

Die Gesellschaft lehnt alle Verantwortlichkeit für eine Nichtberücksichtigung von

Arbeiten ab, die nicht zu ihrer Kenntnis gelangt aind, desgleichen für alle Irrtümer, die

daraus entspringen konnnten, daß der «irkliche Verfasser der Arbeit oder eines Teiles

denelben als solcher der Gesellschaft unbekannt geblieben ist

Sie behält sich für den Fall, daß an der Lösung der Aufgabe mehrere Personen

beteiligt sind oder die lÄsung durch die Arbeiten mehrerer Gelehrter herbeigefnlut

wordn kt, IMMte EntMlieidaBK iiitbw»d«rt Mwb dit Tofliuig d« Pnia« ueh Ihran

Ermessen vor.

Die Zuerkennnng des Preises dnroh die GsstUsaliift erlbigt Mhestena xwsi

J«hfB nadl dsr Veröffentlichung der zu krönenden Abhandlnng. Es soll innerhalb dieses

ZsitrsuBSS dtotseben nod aasländisefaeii Mathematiksra Gslsgenheit geboten wsrdea,
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Aber die Kichiiglteit d«r durch di« VeröffeDtUobaog b«kwnt gewordenen Lösung «ob

SU iuBera.

Ist der Preis durch dio (icscllschaft zuerkannt, so wird davon den Berechtigten

darob den vorritaendeo Sekretär im Namen der Geaellachaft Mitteilung geinacbt and

eolebes SflentKch in eilen denjenigen Orten Mmmt gegeben verdan, an denen dar Pnie

im letzten Jahre ausgeaflhriÄen war. Dt« Znerkennnag dee Pralnee dnnh die Geeell-

•cbaft ist unanfechtbar.

Die Anssahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten innerlMlb dreier Monate

nach seiner Zuerkeniiung (hin.li ilie Iv'inij^iicho riiivcrsit.itska<s(i in nöttingcn oder auf

Gefahr und Kosten des lünpfäugers au einem Anderen von ihm 2U bezeichnenden Urte,

iiod swar wird das vertnaebte Kapital je nach der Wahl der Oeaellsdiaft bar oder in

den hii'ifnr hiutorlegteii I'apiorcn iroiji'tt ri'cht«u'iiltige Quittiini;» zur Au^zrihlnng Rebracht.

Die Auszahlung dee Preises kann durch Aushändigung der hinterlegten Wertpapiere auch

dann erfolgen, «hib deren Knrswert die Summe tob 100000 M. niebt reebr er-

reichen sollte.

Falls der Pnie bis zum Vi. September 2Ü07 nicht zuerkannt ist, können An-

sprüdie.MtfüiB Dieht jaehr etliobao werden.

Vit (km Ii lüL^i-n T!ii;< tritt die IlW/UifiUwhe PftiMtiftniig oBter dm vontohead

aog^beueu lieUiuguugeu in Kraft.-

QSUingen, den 27. Joni 1908.

Dk MSmigtkhe QtidtmUft im- WiumtAafUn.








